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PREMIÈRE    PARTIE. 
SCIENCES  MATHÉMATIQUES 


ARITHMETIQUE. 

CHAPITRE  PREMIER. 

OPÉRATIONS  FONDAMENTALES. 

S  I.  LES  QUATRE  RÈGLES. 
Notions  prélimiiiaires. 

1,  NuiBfÉEATiON.  — 12 arithmétique  est  la  science  des  nombres  :  elle 
apprend  à  les  nommer,  à  les  écrire  et  à  les  combiner. 

On  les  nomme  avec  un  petit  nombre  de  mots;  on  les  écrit  avec  un 
petit  nombre  de  caractères  ou  chiffres,  d'après  les  règles  de  la  nwné^ 
ration.  On  les  combine  par  voie  d'addition,  de  soustraction,  de  mul- 
tiplication et  de  division. 

S.  Addition. — V addition  a  pour  but,  plusieurs  nombres  étant 
donnés,  d'en  former  un  autre  qui  contienne  autant  d'unités  qu'il  y  en 
a  dans  les  nombres  proposés.  Le  résultat  s'appelle  somme  ou  total. 

Pour  additionner  plusieurs  nombres ,  on  ajoute  successivement  les 

PR.  DE  MATH.  1    ' 


'■^^^fir^»''"^»wii""!iw 


S  PREMIÈRE  PARTIE. 

unités,  les  dizaines ,  les  centaines ,  etc. ,  de  ces  nombres.  Lorsque  la 
somme  n'excède  pas  9,  on  Técrit  telle  qu'on  la  trouve;  lorsqu'elle 
excède  9,  on  pose  seulement  le  dernier  chiffre  à  droite,  et  l'on  relient 
les  dizaines  de  cette  somme  pour  les  ajouter  à  la  somme  suivante. 
Chaque  chiffre  nouveau  doit  être  placé  à  gauche  du  précédent.  Ar- 
rivé aux  unités  de  l'ordre  le  plus  élevé ,  on  écrit  le  résultat  que  Ton 
obtient. 

Si  les  nombres  proposés  sont  décimaux ,  on  procède  de  la  même 
manière,  seulement  on  met  une  virgule  entre  les  unités  et  les  dixièmes. 

'Ldi  preuve  de  r addition  se  fait  en  recommençant  l'opération  dans 
un  ordre  différent. 

.  5.  Soustraction.  —  La  soustraction  est  une  opération  par  laquelle, 
deux  nombres  étant  donnés,  on  cherche  de  combien  le  plus  grand  de 
ces  nombres  dépasse  Pautre.  Le  résultat  se  nomme  reste ^  excès  ou  dif^ 
férence. 

Pour  faire  la  soustraction,  on  retranche  chaque  chiffre,  appartenant 
au  nombre  le  plus  petit,  du  chiffre  qui  lui  correspond  dans  l'autre 
nombre.  Si  la  soustraction  est  possible,  on  écrit  le  résultat  tel  qu'on 
le  trouve ,  sinon  on  ajoute  \  0  au  chiffre  du  plus  grand  nombre ,  et 
l'on  compte  \  de  plus  au  chiffre  suivant  du  plus  petit. 

La  règle  est  la  même,  que  les  nombres  soient  entiers  ou  décimaux. 

On  fait  la  preuve  de  la  soustraction  en  ajoutant  le  reste  au  plus 
petit  nombre;  on  doit  de  la  sorte  retrouver  le  plus  grand. 

4.  Multiplication.  —  Multiplier  un  nombre  par  un  autre,  c'est 
en  trouver  un  3'  qui  soit  composé  avec  le  1*'^,  comme  le  2«  l'est  avec 
l'unité.  Si  les  deux  nombres  sont  entiers,  l'opération  revient  donc  à 
répéter  le  premier  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  second.  Le 
résultat  de  l'opération  se  nomme  produit;  le  nombre  qu'on  multiplie 
est  le  multiplicande;  celui  par  lequel  on  multiplie  est  le  multiplicateur. 
Le  multiplicande  et  le  multiplicateur  sont  les  facteurs  du  produit. 

Pour  multiplier  deux  nombres  entiers  l'un  par  l'autre ,  on  répète  le 
multiplicande  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  chaque  chiffre  du 
multiplicateur,  en  commençant  par  la  droite.  Le  chiffre  du  multipli- 
cateur dont  on  se  sert  indique,  à  chaque  produit  partiel,  le  rang  qui 
convient  au  premier  chiffre  de  ce  produit.  £n  additionnant  les  pro- 
duits partiels^  on  a  le  produit  cherché. 

Si  l'un  de&  deux  facteurs  ou  tous  les  deux  sont  terminés  par  des 
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zéros,  dn  abrège  l'opération  en  faisant  abstraction  de  ces  zéros  et  en 
écrivant,  à  la  droite  du  produit,  autant  de  zéros  qu'on  en  a  supprimé. 

Lorsque  les  nombres  proposés  sont  décimaux,  on  opère  comme 
s'il  n'y  avait  pas  de  virgules ,  et  l'on  sépare ,  à-  la  droite  du  produit , 
autant  de  décimales  qu'il  y  en  a  dans  les  deux  facteurs. 

Pour  faire  la  preuve  de  la  multiplication  ^  on  peut  recommencer 
l'opération  en  intervertissant  Tordre  des  facteurs  ;  mais  la  métbode  la 
plus  usitée  est  la  suivante  :  on  ajoute  les  chiffres  du  multiplicande, 
en  ayant  soin  de  retrancher  9  toutes  les  fois  que  cette  soustraction  est 
possible.  On  obtient  ainsi  un  l*"^  reste.  En  procédant  de  la  même  ma- 
nière sur  les  chiffres  du  multiplicateur,  on  a  un  2*"  reste.  On  multiplie 
ces  deux  restes  l'un  par  l'autre ,  et  l'on  divise  leur  produit  par  9  ; 
cette  division  donne  un  3*  reste.  Si ,  en  faisant  la  somme  des  chiffres 
du  résultat  et  en  ôtant  tous  les  9  qu'elle  renferme,  on  trouve  un 
4*  reste  égal  au  3*,  il  est  probable  que  l'opération  est  exacte. 

A  la  multiplication  se  rattachent  un  certain  nombre  de  principes 
dont  l'usage  est  si  fréquent  dané  les  calculs,  que  nous  croyons  utile  de 
les  énoncer. 

JPrincipes  relatifs  A  la  mnltlplleatloii.  —  1.  Un  produit  ne 
change  pas  quand  on  intervertit  l'ordre  des  facteurs. 

%  Pour  multiplier  une  quantité  par  le  produit  de  plusieurs  facteurs, 
il  suffit  de  multiplier  cette  quantité  par  le  1^  facteur,  le  produit  ob- 
tenu par  le  2*,  et  ainsi  de  suite. 

3.  Pour  multiplier  un  produit  par  un  nombre,  il  suffit  de  multiplier 
l'on  des  facteurs  du  produit  par  ce  nombre. 

Rejnarqne. —  Le  nombre  des  chiffres  d'un  produit  ne  peut  pas  dé- 
passer celui  des  chiffres  des  deux  facteurs ,  ni  être  inférieur  à  celui 
des  chiffres  de  ces  deux  facteurs  diminué  d'une  unité. 

8.  Divisioîf.  —  La  division  a  pour  but  de  trouver  un  nombre  qui, 
multiplié  par  un  autre  nombre  donné ,  en  reproduise  un  3®  que  l'on 
connaît.  Le  résultat  se  nomme  quotient.  Le  nombre  qu'on  divise  est 
le  dividende;  celui  par  lequel  on  divise  est  le  diviseur. 

Pour  .diviser  deux  nombres  entiers  l'un  par  l'autre ,  on  prend,  sur 
la  gauche  du  dividende,  autant  de  chiffres  qu'il  en  faut  pour  contenir 
le  diviseur  une  fois  au  moins  et  moins  de  10  fois.  On  a  ainsi  un  pre- 
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mier  dividende  partiel.  On  cherche,  par  tâtonnement ,  combien  ce 
dividende  contient  de  fois  le  diviseur,  et  Pon  inscrit  le  quotient  ob- 
tenu. En  multipliant  le  diviseur  par  ce  quotient,  en  soustrayant  le 
produit  du  premier  dividende  partiel,  et  en  abaissant,  à  côté  du  reste, 
le  chiffre  suivant  du  dividende,  on  a  un  second  dividende  partiel.  On 
procède,  sur  ce  nouveau  dividende,  comme  on  Fa  fait  sur  le  premier, 
et  Ton  obtient  Je  second  chiffre  du  quotient.  On  continue  ainsi  jusqu'à 
ce  qu'on  arrive ,  après  avoir  abaissé  tous  les  chiffres  du  dividende 
proposé,  à  un  reste  nul  ou  inférieur  au  diviseur. 

Lorsque  le  dividende  est  un  nombre  décimal,  on  suit  la  même 
règle,  seulement  on  place  la  virgule  de  manière  à  avoir,  au  quotient, 
autant  de  décimales  qu'au  dividende. 

Si  le  dividende  et  le  diviseur  sont  décimaux ,  on  supprime  la  vir- 
gule au  diviseur;  on  multiplie  le  dividende  par  l'unité  suivie  d'autant 
de  zéros  qu'il  y  avait  de  décimales  au  diviseur,  et  l'on  continue  Topé- 
ration  comme  dans  le  cas  précédent. 

La  preuve  de  la  division  se  fait  en  multipliant  le  diviseur  par  le 
quotient  et  en  ajoutant  le  reste  au  produit  ;  on  doit  de  la  sorte  retrou- 
ver le  dividende.  On  peut  également  faire  la  preuve  par  9,  en  regar- 
dant le  diviseur  comme  un  multiplicande,  le  quotient  comme  un  mul- 
tiplicateur et  le  dividende  diminué  du  reste  comme  un  produit. 

Principes  relatifs  à  la  division.  —  1.  Quand  on  multiplie  ou 
quand  on  divise  le  dividende  et  le  diviseur  par  un  même  nombre , 
le  quotient  ne  change  pas,  mais  le  reste  est  multiplié  ou  divisé 
par  ce  nombre. 

2.  Pour  diviser  un  produit  par  l'un  de  ses  facteurs,  il  suffit  de  sup- 
primer ce  facteur. 

3.  Quand  on  a  une  quantité  à  diviser  par  le  produit  de  plusieurs 
facteurs,  on  peut  diviser  cette  quantité  par  le  !•'  facteur,  le  quotient 
obtenu  par  le  2*  facteur,  et  ainsi  de  suite. 

Remarques. — I.  Le  nombre  des  chiffres  d'un  quotient  est  égal  à  la 
différence  qui  existe  entre  le  nombre  des  chiffres  du  dividende  et  celui 
des  chiffres  du  diviseur,  ou  à  cette  différence  augmentée  d'une  unité. 

II.  On  appelle  moyenne  de  plusieurs  quantités  le  quotient  de  leur 
somme  par  leur  nombre. 
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Le  rëseau  des  chemins  de  fer  français  se  compose  de 
13  lignes  principales,  savoir  :  le  Nord,  dont  le  parcours 
est  de  924  kilomètres;  FEst,  de  1618;  l'Ouest,  de  1143; 
le  Centre,  de  1748;  le  Midi,  de  793  ;  le  Lyon-Méditer- 
ranée, de  1804;  le  Lyon -Genève ,  de  229;  le  Béziers, 
de  43;  les  Ardennes,  de  155;  le  chemin  de  ceinture, 
de  17;  les  trois  autres  lignes,  de  77  kilomètres. 

V  Quelle  longueur  donnent  les  rails  de  ces  chemins 
placés  bout  à  bout,  en  y  ajoutant  un  chiffre  de  5796  kilo- 
mètres pour  gares,  ateliers,  dépôts,  etc.  ? 

2^  Quel  est  le  poids  de  ces  rails ,  sachant  que  le  mètre 
courant  pèse,  en  moyenne,  37  kilogrammes? 

3"  Combien  ces  rails  ont-ils  coûté ,  sachant  qu'ils  re- 
viennent à  300  francs  la  tonne  ? 

Solntioii. 

1**  Pour  obtenir  la  longueur  des  rails  posés  sur  le  reseau  des  che- 
mins de  fer  français ,  il  suffit  de  faire  la  somme  des  pai  cours  de  ces 
chemins,  et  de  la  quadrupler,  puisqu^l  existe,  en  général,  sur  chaque 
ligne,  une  voie  d'aller  et  une  voie  de  retour.  Cela  fait,  on  ajoutera, 
au  produit  obtenu,  5796  kilomètres  pour  gares,  ateliers,  dépôts,  etc. 

Nord 924"» 

Est 4618 

Ouest H43 

Centre 1748 

Midi 793 

Lyon-Méditerranée 1 804 

Lyon-Genève 229 

Béziers »...  43 

Ardennes 1 55? 

Chemin  de  ceinture 17 

Lignes  diverses 77 

Somme  des  parcours • . . . .  8551^" 
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Voies  d'aller  et  de  retour, 

8551X4  =  34 204  kilom. 

La  longueur  totale  des  rails  placés  bout  à  bout  est  donc  égale  à 

34  204  +  5796  =  40  000  kilom. 

Remarque.  —*  Le  nombre  qu'on  obtient  ainsi  représente  à  peu  près 
la  circonférence  de  la  terre. 

2®  Pour  obtenir  le  poids  des  40000  kilom.  de  rails  posés  sur  nos 
chemins  de  fer,  il  faut,  puisque  le  mètre  courant  pèse  37  kilogr.» 
multiplier  40  000  000  par  37. 

40  000  000  X  37  =  i  480  000  000  kilogr.  =  i  480  000  tonnes. 

3°  Quant  au  prix  moyen  des  rails ^  il  suffit,  pour  l'obtenir,  de  mul- 
tiplier le  poids  de  ces  rails  par  le  prix  moyen  de  la  tonne. 

i  4  80  000  X  300  =  444  000  000  fr . 

PROBLÈME  II. 

Dans  un  siège,  on  a  tiré  19  800  coups  de  canon  *, 
savoir:  9000  du  calibre  de  24,  et  10  800  du  calibre 
de  16.  Le  boulet  de  24  pèse  12  kilogrammes,  et  celui 
de  16  en  pèse  8.  La  charge  de  poudre  est  le  ^  du  poids 
du  boulet.  On  demande  à  combien  reviennent  ces 
19  800  coups  de  canon,  sachant  que  les  projectiles 
pleins  coûtent  24^,50  les  100  kilogrammes,  et  la  poudre 
à  canon  1',ôQ  le  kilogramme? 

Solatlon. 

Cherchons  d'abord  à  combien  reviennent  les  19800  boulets. 

9000  boulets  de  24  pèsent  lâ^^^X  9C00=:108000"i 
10800     —      de  16     —       8    Xi0800=  86400 

Total 194400^1 

» 

""  Au  siège  d'Anyers  (1832) ,  on  a  tiré  25  203  bouleu  pleins. 
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Les  projectiles  pleins  coûtant  24',50  les  400  kilogr., 

494400  kilog.  reviennent  à 24^,50X4944=   47628  fr. 

Quel  est  maintenant  le  prix  de  la  poudre  employée? 

9  000  coups  de  canon  de  24  exigent 

J .  4  2^^  X  0  000 = 36  000^1  de  poudre. 

40800  coups  de  canon  de  46  exigent 

^.8^*1X40800=28800^1 
Total 64800^*^  de  poudre. 

Chaque  kilogramme  de  poudre  valant  VfiOf 

64 800^"  coûtent 4^50X64800=  97200  fr. 

La  dépense  totale  est  donc 444828  fr. 

PROBLÈME  m. 

Une  machine  à  vapeur  dépense  1 545  kîl.  de  charbon 
en  70  jours.  Une  modification  apportée  à  la  machine 
réduit  la  dépense  à  554  kil.  en  37  jours.  Quelle  est  l'éco- 
nomie annuelle  due  à  ce  perfectionnement,  sachant 
que  la  Inachine  fonctionne  330  jours  par  année,  et  que 
100  kil.  de  charbon  coûtent  3',75? 

Solution. 

Avant  le  perfectionnement , 

La  machine  dépense  en  70  jours. .  •  154$  kil., 

4545,., 
—  en    Ijour....  -=r-- kil., 

et  en  330  jours. . .  iËiï^$l!2=:  7283S574 . 

70 
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Après  le  perfectionnement, 
La  machine  dépense  en  37  jours. . . .  î)54  kil., 

—  en    Ijour "37"  ^^'-^ 

et  en  330  jours. . . .  ^^^^^^"  =  494lS08i . 
Ainsi  la  dépense  de  charbon  est  : 

Avant  le  perfectionnement .  ^. .     7283^,571 

Après  le  perfectionnement ....     4941^,081 

Par  conséquent  Téconomie  =  2342^,490 

Exprimons  maintenant  cette  économie,  non  plus  en  kilogrammes 
de  charbon ,  mais  en  francs  et  centimes. 

i  00"^  de  charbon  coûtent 3',75 

et  2342S49 0,0375X2342,49=;? 87^,84. 

Par  conséquent ,  l'économie  annuelle  due  au  perfectionnement  de  la 
machine  est  de 

87^84, 

PROBLÈME  IV. 

Les  frais  nécessaires  pour  extraire  le  cuivre  d'un 
quintal  déminerai  s'élèvent  à  5',75. 

On  a  acheté,  à  raison  de  18  fr.  le  quintal,  une  cer- 
taine quantité  de  minerai ,  dont  la  teneur  en  cuivre  est 
12  pour  100. 

Quand  on  extrait  le  cuivre  du  minerai,  il  se  perd  les 
0,02  du  cuivre  que  le  minerai  contient  ;  à  quel  prix  re- 
vient le  quintal  de  cuivre? 
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Soldtlon. 

On  sait  qu'un  quintal  égale  i  00  kilogrammes.  Dire,  par  conséquent, 
qne  le  quintal  de  minerai  contient  i  2  pour  i  00  de  cuivre ,  c*est  dire 
que  i  00  kilogrammes  de  minerai  contiennent  i  2  kilogr.  de  cuivre. 

Mais  comme,  dans  Textraction,  il  se  perd  les  0,02  du  cuivre  que  le 
minerai  contient,  iOO  kilogr.  de  minerai  ne  donnent  en  réalité  que 

12kii_i2Ui^0,02  =  llka,76  de  cuivre. 

Or,  100  kilogr.  de  minerai,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  11^^,76 
de  cuivre  coûtent 

D'une  part 1 8',00  prix  d'achat. 

Et  de  l'autre 5  ,75  prix  d'extraction. 

Total 23%75 

Donc  i  kilogr.  de  cuivre  revient  à 

23^75 
11,76' 

et  1  quintal  ou  100  kilogr.  coûte 

2375 


-  =  201' 96. 
11,76  ' 


PROBLEME  V. 


Un  physicien,  voulant  déterminer  la  température  de 
fusion  de  Talliage  de  Darcet*  (1  partie  de  plomb,  1  d'é- 
tain  et  4  de  bismuth) ,  fait  1 0  expériences  "successives  et 
trouve  pour  résultats  : 

94^6;    96^2;   93%  1  ;  92%9;  94',3;   94%5;  93%7; 

94%8;    92%1    et    93%8. 


*  Darcet^  chimiste  français,  né  à  Douazit  (Landes)  en  17â5,  mort  à  Paris 
en  1801. —  L'alliage  qui  porte  son  nom  est  employé  pour  la  fabrication 
des  plaques  fasibles. 
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Quelle  est,  en  moyenne,  la  température  de  fusion  de 
cet  alliage? 

Solatlon» 

Pour  avoir  la  température  moyenne,  on  fera  la  somme  des  nombres 
donnés  successivement  par  l'expérience,  et  l'on  prendra  le  dixième  de 
cette  somme.  Le  résultat  sera  la  moyenne  cherchée. 

94^6  +  960,2  +  930,4 +  92^9  +  94^3+9(l^S  +  93^7 
-f-940,8+920,1  +930,8=9400, 

La  température  moyenne  de  fusion  de  l'alliage  de  Darcet  est  donc 

9400 


10 


=  940. 


EXERCICES. 

1 .  La  population  du  royaume  d'Italie  est  ainsi  répartie, 
d'après  les  derniers  recensements  :  Piémont,  38 1 5  637  ha- 
bitants ;  Sardaigne ,  573 11 5  ;  Lombardie ,  2  771  647  ; 
Modène,  609 1 39  ;  Parme,  508784;  Toscane,  1  779338; 
anciens  États  de  l'Église,  1  960300;  Naples,  6843355; 
Sicile,  2231  020.  Quel  est  le  chiffre  de  la  population  de 
ce  royaume?  —  Rép.  21  092335. 

2.  La  plus  haute  montagne  de  la  terre,  le  Dawalaghiri 
(chaîne  de  THimalaya,  en  Asie,)  a  8500  mètres  de  hau- 
teur. On  veut  la  représenter,  sur  un  globe  en  carton,  par 
une  saillie  de  1  millimètre  ;  quel  doit  être  le  rayon  de  ce 
globe,  sachant  que  celui  de  la  terre  égale  6366  kilo- 
mètres? —  Rép.  0°*,749. 

3.  Il  y  a  en  France^  pour  le  service  des  voies  ferrées, 
3000  locomotives,  2500  tenders,  9092  voitures  à  voya- 
geurs et  50  252  wagons  à  marchandises. 

Sur  les  3000  locomotives,  il  y  en  a  1 000  à  voyageurs, 
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800  mixtes  et  1 200  à  marchandises.  Chaque  locomotive 
à  voyageurs  coûte  45  000  fr. ,  chaque  locomotive  mixte 
vaut  60000  fr.,  les  autres  coûtent  80  000  fr.  chacune. 

Les  tenders  reviennent,  Fun  dans  l'autre,  à  10  000  fr. 

Sur  les  9092  voitures  à  voyageurs,  il  y  a  :  18  voitures 
de  luxe  à  40  000  fr.  chacune;  15  salons  à  14  000  fr.; 
1217  voitures  de  1  '«  classe  à  1 2  000  fr.  ;  542  à  1 1  000  fr . ; 
2034  voitures  de  2'  classe  à  7000  fr.;  2633  de  3«  classe  à 
5500  fr.;  1 555  wagons  à  bagages  à  5000  fr.;  378  voitures 
à  équipages  à  4200  fr.;  436  écuries  à  4500  fr.;  1 19  wa- 
gons à  lait  à  3000  fr;  et  145  wagons  divers  à  12  000  fr. 

Enfin,  les  50  252  wagons  à  marchandises  représentent 
une  somme  de  161  710  500  fr. 

Quel  est  le  prix  de  ce  matériel,  si  Ton  ajoute 
41 5  937  600  francs,  pour  l'outillage  des  ateliers,  le  ma- 
tériel de  rechange  et  les  approvisionnements  généraux? 
—  Rép.  855  285  200  francs. 

4.  La  distance  du  soleil  à  la  terre  est  égale  à  24  068 
rayons  terrestres  et  le  rayon  terrestre  est  de  6366  kilo- 
mètres. Combien  une  locomotive,  faisant  50  kilomètres 
par  heure,  mettrait-elle  de  temps  pour  franchir  cet  es- 
pace? —  Rép.  3  siècles  ^  environ. 

S  2.  PUISSANCES  ET  RACINES. 

Notions  préliminaires. 

6.  Puissances,  gariue,  cube.  —  Lorsque  les  facteurs  d'un  produit 
sont  tous  égaux  à  un  même  nombre,  le  produit  est  une  puissance  de 
ce  nombre.  Le  nombre  des  facteurs  est  le  degré  de  la  puissance  ;  on 
l'indique  au  moyen  d'un  chiffre  placé  à  droite  du  nombre  et  un  peu 
au-dessus  :  ce  chiffre  est  désigné  sous  le  nom  èi  exposant, 

La  seconde  puissance  d'un  nombre  s'appelle  le  carré  àe  ce  nombre  ; 
le  cube  d'un  nombre  est  sa  troisième  puissance. 
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Le  produit  de  plusieurs  puissances  d'un  même  nombre  est  une  puis- 
sance de  ce  nombre  dont  Pexposant  est  la  somme  des  exposants  des 
facteurs. 

7.  RACINE  CARAÉB.  —  Ou  appelle  racînecarrée  d'un  nombre  un  second 
nombre  qui,  multiplié  par  lui-même,  donne  le  premier  pour  résultat. 

Pour  extraire,  à  moins  d'une  unité,  la  racine  carrée  d*un  noinbre 
entier,  on  partage  ce  nombre  en  tranches  de  deux  chiffres,  à  partir 
de  la  droite.  On  prend  ensuite  la  racine  du  plus  gi'and  carré  contenu 
dans  la  première  tranche  à  gauche  et  l'on  soustrait  de  cette  première 
tranche  le  carré  du  chiffre  trouvé.  A  côté  du  reste,  on  abaisse  la 
tranche  suivante  dont  on  sépare  le  dernier  chiffre  par  un  point,  puis 
on  divise  la  partie  à  gauche  de  ce  point  par  le  double  du  chiffre  ob- 
tenu à  la  racine.  A  droite  de  ce  double  produit,  on  écrit  le  quotient 
trouvé;  on  multiplie  par  ce  quotient  le  nombre  ainsi  formé,  et  l'on 
soustrait  le  produit  du  premier  reste  suivi  de  la  seconde  tranche.  On 
a  de  la  sorte  un  deuxième  reste  à  côté  duquel  on  abaisse  une  nouvelle 
tranche,  et,  en  procédant  sur  le  nombre  exprimé  par  ces  chiffres  de 
même  qu'on  l'a  fait  sur  le  nombre  composé  du  premier  reste  suivi 
de  la  seconde  tranche,  on  obtient  le  troisième  chiffre  de  la  racine. ...  On 
continue  cette  série  d'opérations  jusqu'à  ce  qu'on  ait  abaissé  toutes  les 
tranches.  Le  nombre  des  chiffres  de  la  racine  doit  égaler  celui  des  tranches 
formées,  au  commencement  de  l'opération,  dans  le  nombre  proposé. 

Si  le  nombre  donné  est  décima,  on  procède  de  la  même  manière, 
seulement  on  prend  la  virgule  pour  point  de  départ  des  tranches  que 
l'on  forme  à  droite  et  à  gauche  ;  la  première  tranche  à  gauche  peut 
n'avoir  qu'un  chiffre;  la  première  à  droite  doit  toujours  en  avoir 
deux.  Cette  précaution  une  fois  prise,  on  cherche  la  racine  du  nombre, 
abstraction  faite  de  la  virgule,  et  l'on  a  soin,  à  la  fin  de  l'opération^ 
qu'il  y  ait,  à  la  racine,  moitié  moins  de  chiffres  décimaux  que  dans 
le  nombre  proposé. 

Remarqne.  — La  plus  grande  valeur  que  le  reste  puisse  atteindre 
est  le  double  de  la  racine  trouvée. 

8.  Racine  gdbxque.  —  On  appelle  racine  cubique  d'un  nombre  un 
autre  nombre  qui,  élevé  au  cube,  donne  le  premier  pour  résultat. 

Pour  extraire  la  racine  cubique  d'un  nombre  entier,  on  le  partage 
en  tranches  de  trois  chiffres,  à  partir  de  la  droite.  On  prend  ensuite  la 
racine  du  plus  grand  cube  contenu  dans  la  première  tranche  à  gauche. 
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A  côté  du  reste,  on  abaisse  le  premier  chiffre  de  la  deuxième  tranche  et 
Ton  divise  le  nombre  ainsi  formé  par  le  triple  carré  du  chiffre  trouvé 
à  la  racine*  On  écrit  le  quotient  à  la  droite  de  ce  chiffre,  et  Ton  élève 
au  cube  l'ensemble  des  deux  chiffres.  Si  ce  cube  dépasse  le  nombre 
exprimé  par  les  deux  premières  tranches  à  gauche,  il  faut  diminuer 
le  quotient  jusqu'à  ce  que  la  soustraction  puisse  avoir  lieu.  £n  ôtant 
des  deux  premières  tranches  du  nombre  proposé  le  cube  du  nombre 
exprimé  par  les  deux  premiers 'chiffres  de  la  racine,  on  obtient  un 
reste  à  côté  duquel  on  abaisse  le  premier  chiffre  de  la  troisième 
tranche.  On  divise  le  nombre  ainsi  formé  par  le  triple  carré  de  l'en- 
semble des  deux  chiffres  déjà  trouvés.  Cela  fait,  on  écrit  le  quodent  à  la 
droite  de  ces  deux  chiffres  ;  ce  quotient  doit  être  tel,  qu'en  élevant  au 
cube  le  nombre  qui  en  résulte,  on  puisse  soustraire  le  produit  de  l'en- 
semble des  trois  premières  tranches.  A  côté  du  nouveau  reste  obtenu, 
on  abaisse  le  premier  chiffre  de  la  quatrième  tranche,  et  l'on  continue 
de  la  même  manière  jusqu'à  ce  qu'on  ait  employé  toutes  les  tranches. 
Le  nombre  des  chiffres  de  la  racine  doit  égaler  celui  de  ces  tranches. 
Si  le  nombre  proposé  est  décimal,  on  prend  la  virgule  pour  point 
de  départ  des^  tranches  que  Ton  forme  à  droite  et  à  gauche  ;  la  pre- 
mière tranche  à  gauche  peut  n'avoir  qu'un  chiffre;  la  première  à 
droite  doit  toujours  en  avoir  trois.  On  cherche  ensuite  la  racine  du 
nombre,  abstraction  fai(e  de  la  virgule,  et  l'on  a  soin  d^  séparer,  à 
droite  de  la  racine  trouvée,  trois  fois  moins  de  chiffres  décimaux  que 
dans  le  nombre  proposé. 

Remarque. —  La  plus  grande  valeur  que  le  reste  puisse  atteindre  est 
le  triple  carré  de  la  racine  obtenue,  augmenté  de  cette  triple  racine* 

PROBLÈME  VI. 

Trouver  la  64^  puissance  de  2. 

Solatlon. 

1 6"  =  {i  6*)'  =  2S6« 
256  «  =  (256-)*  =65  536* 
65  536  *  =  (65  536')'  =  4  294  967  296* 
4  294  967  296  *  =  18  4<à6  744  073  709  551  616. 
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Remarque,  —  Ce  nombre,  diminué  d'une  unité ,  représente  le 
nombre  de  grains  de  blé  demandé,  comme  récompense,  par  l'inven- 
teur du  jeu  des  échecs.  On  sait  que  cet  inventeur  réclamait  un  grain 
de  blé  pour  la  première  case  de  l'échiquier,  deux  pour  la  deuxième, 
quatre  pour  la  troisième,  huit  pour  la  quatrième,  et  ainsi  de  suite  jus- 
qu'à la  soixante-quatrième  et  dernière  case. 

On  peut  aisément  se  faire  une  idée  de  la  somme  considérable  que 
ce  chiffre  représente.  En  effet,  dans  un  myriagramme  de  blé,  on 
compte  environ  261  000  grains  ;  le  quotient 

18  446  744  073  709  551616-1^ 
261  000 

exprime  donc  leur  poids  en  myriagrammes. 

Or  le  myriagramme  de  blé  coûte  2  fr.  en  moyenne;  donc,  le  prix 
du  blé  demandé  était  de 

70  677  180  a59  040  X  2  =  j  41  354  360  718  080  fr. 

PROBLÈME  VU. 
Extraire  la  racine  huitième  de  5  764801 . 

Solution. 

Désignons  cette  racine  par  x,  nous  aurons 

30  =  v^5  764  801, 
d'où  0:8=:  5  764  801 

ou  ^  (^*)*  =  5  764  801 . 

De  là  on  tire 


a:*  =  y/s  764  801 . 
Mais  ar*  =  (a;«)'; 

donc  {x^f  =  v^5  764  801 


et  ^=V^V/5  764  801, 

^'^^  ^=\/Vv/5764l5l! 
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Effectuons  les  opérations  indiquées  : 


^5  764  «01  =  2401 


Vv/5  764  801  ==  v/2401  ==  49 

VVv/S764  801  =  v'/^  =  7. 
On  a  donc  finalement 

x=  v'5  764  801=7. 

PROBLÈME   VIII. 

Extraire  la  racine  sixième  de  1 1 7  649. 

Siilntion* 

Si  nous  désignons  cette  racine  par  x^  nous  pourrons  poser 

^  =  ^117  649, 
d'où  :c«=:117  649. 

Mais  a^  =  {x'^  ; 

Donc  (ar*/=  117  649 

a?«=  v^H7  649, 

«t  ^=  V^v^ll7  649. 

Effectuons  les  calculs  : 

V^117  649  =  49 


V^H7649=  ^^49  =  7. 
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PROBLÈME  IX. 

La  formule,  qui  donne  la  durée  d'oscillation  d'un 
pendule  est 

[a]  ^  =  ^V/i- 

Quelle  serait,  à  Paris,  où^^  =  9™,  8088,  la  durée  d'os- 
cillation d'un  pendule  dont  la  longueur  serait  145 
mètres,  hauteur  de  la  cathédrale  de  Strasbourg? 

Solution. 

Si,  dans  la  formule  [a],  nous  remplaçons  les  lettres  par  leurs  va- 
leurs, nous  aurons 


r  =  3,1416 


/   145 
V  9,8088  • 


=  3,1416  y/i  4,7826 
=  3,1416X3,84 
=  12,06. 

La  durée  d'oscillation  serait  donc  de  12%06. 

EXEROGES. 

5.  Extraire  les  racines  carrées  des  nombres  2  et  3 
avec  12  décimales.  —  Rép.  y/2  =  1,41421  3562373...; 
V^3  =  1,73205  0807568...  '  • 

6.  Quelle  est  la  racine  quatrième  de  54700816.  — 
Rép.  86. 

7.  Quelle  est  la  racine  sixième  de  32  894 1 1 3  444  921 . 
—  Rép.  179. 

8.  Quelle  serait,  à  Paris,  la  durée  d'oscillation  d'un  pen- 
dule dont  la  longueur  égalerait  la  hauteur  du  Panthéon, 
c'est-à-dire  79  mètres.  — Rép.  8",9. 


CHAPITRE  IL 

PROPRIÉTÉS  ÉLÉMENTAIRES  DES  NOMBRES. 

§1.  DIVISIBILITÉ. 

Notlonb  préliminaires. 

9.  Divisibilité  des  hombbxs.  —  La  dwisibilité  des  nombres  joue 
I  un  grand  rôle  en  arithmétique;  les  caractères  qu'elle  fournit  trou- 
vent, dans  la  pratique,  de  fréquentes  applications.  En  effet,  il  est  rare 
qu'un  calcul  ne  se  prête  pas  à  quelque  simplification;  il  est  donc  très- 
important  de  connaître  ces  caractères,  qu'on  peut  résumer  comme  il 
suit  : 

Prlnelpes.  —  A .  Quand  un  nombre  en  divise  plusieurs  autres,  il 
divise  leur  somme.  Il  en  résulte  que  tout  nombre  qui  en  divise  im  au- 
tre divise  les  multiples  de  cet  autre. 

2.  Quand  un  nombre  en  divise  deux  autres,  il  divise  leur  diffé- 
rence. 

10.  Gâbâgtères  de  DnrisiBiLiTÉ.  —  I.  Reste  d'une  division  par  2 
ou  par  5.  —  On  obtient  le  reste  d'une  division  par  2  ou  par  5,  en 
divisant,  par  2  ou  par  5,  le  chiffre  des  unités  du  dividende  et  en 
notant  le  reste  obtenu. 

11.  Reste  d'une  division  par  4  ou  par  25.  —  Pour  avoir  le  reste 
d'une  division  par  4  ou  par  25,  il  faut  diviser,  par  4  ou  par  25,  le 
nombre  exprimé  par  les  deux  derniers  chiffres  du  dividende. 

III.  Reste  d'une  division  par  8  ou  par  125.  —  On  obtient  le  reste 
d'une  division  par  8  ou  par  125,  en  divisant,  par  8  ou  125,  le  nombre 
exprimé  par  les  trois  derniers  chiffres  du  dividende. 

IV.  Reste  et  une  division  par  9  ou  par  3.  —  La  division  d'un  nombre 
par  9  ou  par  3  donne  le  même  reste  que  la  somme  des  chiffres  du 
nombre  proposé. 

V.  Reste  de  la  division  d'un  nombre  par  11.  —  Un  nombre  entier 
PR.  DE  MATH.  2 


18  PREMIÈRE  PARTIE. 

est  égal  à  un  multiple  de  1 1 ,  augmenté  de  l'excès  de  la  somme  des 
chiffres  de  rang  impair  sur  celle  des  chiffres  de  rang  pair.  Si  la 
somme  des  chiffres  de  rang  pair  est  la  plus  grande,  on  dit  qu'un 
nombre  est  un  multiple  de  1 1  diminué  de  Fexcès  de  la  somme  des 
chiffres  de  rang  pair,  sur  celle  des  chiffres  de  rang  impair. 

VI,  Caractère  de  dmsibilitê  par  6.  —  Quand  un  nombre  est  divi- 
sible par  2  et  par  3,  il  est  divisible  par  le  produit  6. 

PROBLÈMI^  X. 

Déduire  de  l'égalité  1 000  =  27  X  37  +  1  un  carac- 
tère  de  divisibilité  par  27  et  par  37. 

Solution. 

Soit  3  456  789  le  nombre  donné.  Puisque  1000  =  27  X  37  +  1 , 
le  nombre  donné  peut  être  décomposé  de  la  manière  suivante  : 

789  =  789 

456  000  =  un  multiple  de  27  et  de  37  -{-    456 

3  000  000=  id.  +        3 


3  456  789  =  un  multiple  de  27  et  de  37  +  1248 
1248  donne,  à  son  tour, 

248  =  248 

1 000  =  un  multiple  de  27  et  de  37  -f-      1 
1248  =  un  multiple  de  27  et  de  37  -{-  249. 

Par  conséquent,  pour  trouver  le  reste  de  la  division  du  nombre 
proposé  par  27  ou  par  37,  il  suffit  de  diviser  249  par  l'un  de  ces 
nombres.  On  obtient  ainsi  : 

Reste  de  la  division  par  27  =  6 

R€ste  de  la  division  par  37  =  27. 
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Donc,  règle  générale,  pour  a^oir  le  reste  éCune  dipision  par  27  ou 
37,  on  sépare  le  nombre  proposé  en  tranches  de  trois  chiffres^  à  partir 
de  la  droite^  et  Von  ajoute  ces  tranches.  On  sépare  de  même  la  somme 
obtenue^  et  Von  ajoute  les  nouvelles  tranches.  On  divise  alors  cette  der- 
nière somme  par  21  ou  par  ^1,  et  l'on  a  le  reste  cherché, 

PROBLÈME  XI. 

Donner  un  caractère  de  divisibilité  par  7.  Appliquer 
ce  caractère  au  nombre  84  989  742 . 

Solntlon. 

Pour  découvrir  un  caractère  de  divisibilité  par  7,  divisons  par  7 
l'unité  suivie  d'un  nombre  indcfîni  de  zéros  : 

i 0000000....  I  7 


30  I  i 42857.... 

20 
60 
40 
50 
10 

La  seule  inspection  de  ce  tableau  montre  que  les  restes  sont  suc- 
cessivement 

1,     3,     2,     6,    4,    S; 

par  conséquent  une  unité,  une  dizaine,  une  centaine,  sont  des  mul- 
tiples de  7,  plus  1^  3  ou  2  unités  simples;  tandis  que  un  mille,  une 
dizaine  de  mille,  une  centaine  de  mille,  sont  des  multiples  de  7  moins 
i ,  3  ou  2  unités.  Ainsi  de  suite. 

Donc,  pour  trouver  le  reste  de  la  division  d'un  nombre  parl^  on 
peut  séparer  ce  nombre  en  tranclies  de  trois  chiffres^  à  partir  de  la 
droite^  et  multiplier  les  unités^  les  dizaines  et  les  centaines  de  chaque 
tnmche  par  1,  3,  2.  Le  nombre  proposé  est  égal  à  un  multiple  de  7 
augmenté  de  la  somme  des  produits  provenant  des  tranches  de  rang 
impair  et  diminué  de  la  somme  de  ceux  qui  résultent  des  tranches  de 
rang  pair. 
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Cela  posé,  si  nous  prenons  pour  exemple  le  nombre  84  989  74^, 
nous  aurons  : 


Trandies  de  rang  impair. 

'**   I    8X3  = 


Tranches  de  rang  pair. 


=   4 

24 


f 


2Xi=   2 

742  \    4X3  =  12 
(  7X2=£4 

56 


989 


9X1 
8X3 
9X2 


9 

24 

il 
51 


Le  nombre  proposé  est  donc  un  multiple  de  7  -j-  (56  —  51),  ou  un 
multiple  de  7  +  5. 

PROBLÈME  XII. 

Un  nombre  est  divisible  par  6,  lorsqu'on  obtient  une 
somme  divisible  par  6,  en  ajoutant,  au  chiffre  des  unités, 
quatre  fois  la  somme  de  tous  les  autres. 

Solution. 

Pour  établir  ce  caractère  de  divisibilité,  il  suffit  de  remarquer  que 

10°=  un  multiple  de  6  -j-  4, 

car  10  =  6  -(-  4 

100  =     16X6  +  4 

1000  =  166x6  +  4,  etc. 

D'après  cela,  si  l'on  considère  un  nombre  tel  que  3522^  ce  nombre 
peut  s'écrire  : 

2=  2 

V 

20  =  2  (6  +  4)  =  un  multiple  de  6  +  4.2 

500  =  5(16X6  +  4)    =  id.  +4.5 

3000  =  3(166X6  +  4)=  id.  +4.3 


3522 


=  id. 


+  4(2  +  5  +  3)  +  2. 
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Par  conséquent,  si  la  quantité  [4  (2  -|-  5  -f-  3)  -}-  2]  est  divisible  par 
6,  ce  qui  a  lieu  dans  l'exemple  proposé,  le  nombre  donné  se  compose 
de  deux  multiples  de  6;  il  est  donc  divisible  par  6.        c.  q.  f.  d. 

PROBLÈME  Xm. 

Le  produit  de  deux  nombres  consécutifs,  multiplié  par 
leur  somme,  est  divisible  par  6. 

Solution. 

Soit  n  un  nombre  entier  quelconque.  Je  dis  que  le  produit 

/l  (71+1)  (2/1+  i) 

est  divisible  par  6. 

En  effet,  ce  produit  est  divisible  par  2,  car  l'un  des  deux  facteurs 
/i  et  /z  -)- 1  est  nécessairement  pair.  Si  donc  l'un  des  facteurs  du  pro- 
duit /z  (/i  -f-  1)  (2  /2-|- 1)  était  divisible  par  3,  il  serait  démontré  que 
ce  produit  est  divisible  par  6. 

Or,  si  /2  et  /2  -|- 1  ne  sont  ni  l'un  ni  l'autre  divisibles  par  3,  on  a 

/i  =  3//i  +  l 
«  +  i=3/w4-2 


Donc  2/î  +  l  =6/w-j-3  =  un  multiple  de  3  ; 

le  produit 

7Z(/2  +  i)(2/î  +  1) 

étant  divisible  par  2  et  par  3,  est  divisible  par  6,  c.  q.  f.  o. 

Remarque.  —  En  divisant  /2  (/i  -f- 1)  (2/i  -f- 1)  par  6,  on  a  la  for- 
mule au  moyen  de  laquelle  on  compte  les  boulets  d'une  pile  quadran- 
gulaire;  n  indique  le  nombre  des  tranches  qui  composent  cette  pile. 

EXERCICES. 

9.  Si  deux  nombres  sont  composés  des  mêmes 
chiffres,  leur  différence  est  divisible  par  9  et  par  3. 
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10.  Faire  la  preuve  par  9  de  Taddition  et  de  la  sous- 
traction. 

1  i .  Tout  nombre  impair  est  égal  à  un  multiple  de  4 
augmenté  ou  diminué  d'une  unité. 

1 2.  Un  nombre  est  divisible  par  4,  lorsque  la  somme 
qu'on  obtient,  en  ajoutant  le  chiffre  des  unités  au  double 
du  chiffre  des  dizaines,  est  divisible  par  4. 

13.  Un  nombre  est  divisible  par  8,  lorsque  la  somme 
obtenue  en  ajoutant,  au  chiffre  des  unités,  le  double  du 
chiffre  des  dizaines  et  le  quadruple  du  chiffre  des  centaines^ 
est  divisible  par  8. 


S  2.  NOMBRES  PREMIERS.  —  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR 
ET  PLUS  PETIT  MULTIPLE  DE  PLUSIEURS  NOMBRES. 

Notions  préliminaires. 

1 1 .  Nombres  Premiers.  —  Pendant  que  certains  nombres  sont  di- 
visibles par  d'autres,  il  y  a,  au  contraire,  des  nombres  qui  n'admet- 
tent d'autres  diviseurs  qu'eux-mêmes  et  P unité  ;  on  les  appelle  nombres 
premiers. 

Lorsque  plusieurs  nombres,  premiers  ou  non,  n'ont  pas  d'autre 
diviseur  commun  que  l'unité,  on  dit  qu'ils  sont  premiers  entre  eux, 

12.  Plus  grand  commun  diviseur.  — -  Un  diviseur  est  commun  à 
plusieurs  nombres,  lorsqu'il  divise  exactement cbacun  d'eux.  Le  plus 
grand  commun  diviseur  de  plusieurs  nombres  est  le  plus  grand  de  tous 
les  diviseurs  communs  à  ces  nombres. 

Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres,  on 
divise  le  plus  grand  par  le  plus  petit  ;  le  plus  petit  par  le  reste  ;  celui- 
ci  par  le  deuxième  reste,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à 
un  reste  qui  divise  exactement  le  reste  précédent.  Le  dernier  divi- 
seur est  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 
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S'il  s'agit  de  plus  de  deux  nombres,  on  cherche  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  deux  plus  petits,  puis  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  ce  plus  grand  commun  diviseur  et  du  plus  petit  des 
nombres  restants,  et  ainsi  de  suite.  Le  dernier  plus  grand  commun 
diviseur  est  celui  des  nombres  donnés. 

Corollaires.  —  1.  Tout  nombre  qui  en  divise  deux  autres  di- 
vise leur  plus  grand  commun  diviseur. 

2.  Tout  nombre  qui  divise  un  produit  de  deux  facteurs,  et  qui  est 
premier  avec  l'un  d'eux,  divise  l'autre.  D'une  manière  plus  générale, 
tout  nombre  premier  qui  divise  un  produit  de  plusieurs  facteurs 
divise  nécessairement  Tun  d'eux, 

3.  Un  nombre  ne  peut  être  décomposé  que  d'une  seule  manière  en 
facteurs  premiers. 

4.  Quand  deux  nombres  sont  premiers  entre  eux,  leurs  puissances 
sont  premières  entre  elles. 

5.  Lorsqu'un  nombre  est  divisible  par  plusieurs  nombres,  premiers 
entre  eux  deux  à  deux,  il  Test  aussi  par  leur  produit. 

15.  Facteurs  premiers.  —  On  trouve  les  facteurs  premiers  (Tun 
nombre  en  essayant  la  division  de  ce  nombre  successivement  par  les 
nombres  premiers  2,  3,  5,  7,  etc.  Si  la  division  par  2  réussit,  on  l'ef- 
fectue autant  de  fois  que  possible,  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  un  quo- 
tient qui  ne  soit  plus  divisible  par  2.  On  se  sert  pareillement  du  divi- 
seur 3,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  trouve  l'unité  pour  quotient. 
Le  nombre  donné  est  égal  au  produit  de  tous  les  facteurs  premiers 
pour  lesquels  la  division  a  réussi. 

Pour  former  tous  les  diviseurs  et  un  nombre^  on  le  décompose  en  fac- 
teurs premiers,  et  l'on  forme  un  tableau  composé  d'une  série  de  lignes 
horizontales,  commençant  toutes  par  l'unité,  et  contenant  les  diverses 
puissances  de  chacun  des  facteurs  premiers  contenus  dans  le  nombre 
proposé.  On  multiplie  ensuite  tous  les  nombres  de  la  première  ligne 
par  ceux  de  la  seconde  ;  puis,  chacun  de  ces  produits  par  les  nombres 
de  la  troisième  ligne,  et  ainsi  de  suite.  Les  derniers  produits  obtenus 
sont  les  diviseurs  cherchés. 

Le  nombre  total  de  ces  diviseurs  est  égal,  en  y  comprenant  le 
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nombre  lui-même  et  Punîté,  au  produit  des  exposants  des  facteurs 
premiers,  augmentés  chacun  d'une  unité. 

14.  Plus  petit  multiple  de  plusieurs  nombres.  —  Pour  trouver  le 
plus  petit  multiple  de  plusieurs  nombres,  on  les  décompose  d* abord 
en  leurs  facteurs  premiers  ;  puis  on  fait  le  produit  de  tous  les  fac- 
teurs premiers  différents,  affectés  chacun  du  plus  grand  exposant 
qu'il  possède  dans  les  nombres  proposés. 

Remarque.  —  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  nom- 
bres est  le  produit  de  tous  leurs  facteurs  premiers  communs,  affectés 
chacun  de  son  plus  petit  exposant.  On  voit  par  là  qu'on  n'altère  pas 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  nombres,  en  divisant  ou 
en  multipliant  l'un  de  ces  nombres  par  un  facteur,  premier  avec  les 
autres  nombres. 

PROBLÈME  XIV. 

Tout  nombre  premier,  plus  grand  que  3,  est  égal  à  un 
multiple  de  6,  augmenté  ou  diminué  d'une  unité. 

Solution. 

Tout  nombre  entier  est  compris  dans  l'une  des  six  classes  : 

6//-f-i,     6/2  +  2,     6«  +  3,     6/1  +  4,     6/i  +  5,     6/7  +  65 

car,  si  Ton  suppose  successivement  /ï  =  0,  /î  =  i,  /i  =  2,  etc,  il 
vient  : 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18,  etc. 

Cela  posé,  on  voit  aisément  que  la  2%  la  4«  et  la  6«  formule  repré- 
sentent des  nombres  pairs.  La  3*  comprend  les  nombres  divisibles 
par  3  ;  les  nombres  premiers  ne  peuvent  donc  être  représentés  que 
par  les  deux  formules 

6/î  +  1  et  6/2  +  5. 
Or,  6/1  +  5  =  6/2  +  6  — 1=6/2'— 1. 
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Par  conséquent,  tous  les  nombres  premiers,  plus  grands  que  3,  sont 
renfermés  dans  l'expression  générale 

Remarque.  —  Il  n'est  pas  inutile  de  noter  que  la  proposition  in- 
verse n^ est  pas  vraie  :  tout  nombre  de  la  forme  6n±i  n'est  pas  pre- 
mier. Ainsi  25  =  6.4  -f-  i ,  et  cependant  25  est  divisible  par  5. 


PROBLEME  XV. 

Le  carré  d'un  nombre  premier,  plus  grand  que  3,  est 
un  multiple  de  24  plus  1 . 

Solation. 

En  effet,  tous   les  nombres   premiers  plus  grands  que  3  sont, 
avons-nous  dit,  compris  dans  la  formule  6/2  dz  1  • 

Or,  (6/2  ±  1)«  =  36/2«  ±  12/1  +  1 

=  12/2(3/2±l)+i. 

Be  deux  choses  l'une  :  ou  bien  n  est  pair,  et  alors 

(6/idi1)»=  12.2/2'  (3/2  dz  1)  +  i 

=  un  multiple  de  24  -{-  ^  i 

ou  bien  n  est  impair.  Mais  si  n  est  impair,  3/2  est  impair  et  3/2  +  1 
pair;  de  sorte  que,  dans  cette  2®  hypothèse, 

(6/2dil)*  =  i2/2.2/n  +  i 

=  un  multiple  de  24  -]-  ^  • 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  le  carré  et  un  nombre  premier  ^  plus  grand 
que  3,  est  un  multiple  de  24  plus  1.  c.  q.  f.  d. 

PftOBLEIUE  XVI. 

Dans  la  recherche  du  plus  grand  diviseur  de  deux 
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nombres,  chaque  reste  que  Ton  obtient  est  plus  petit  que 
la  moitié  du  reste  qui  le  précède  de  deux  rangs. 


Solution. 


En  effet,  soient  N  et  /z  les  deux  nombres  proposés,  et  ^i,  q^y  q%,  etc«, 
^u  ^^f  ''s»  ^^^'7  l^s  quotients  et  les  restes  obtenus;  on  aura  comme  type 
de  l'opération  : 


N 

?i 
n 

9t 

0 

n 

n 

r^ 

La  seule  inspection  de  ce  tableau  montre  que 

ri  =  riqi  +  r^. 
Or,  q-i  est  au  moins  égal  à  1  ;  donc  la  valeur  minima  de  r^  est 


d»où 


>i>  2  /-s 


Donc 


n<^r,. 


C.  Q.  F.  D. 


PROBLEME  XVII. 

Démontrer  que,  dans  la  recherche  du  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  deux  nombres  N  et  riy  on  a  une  limite 
du  nombre  des  divisions  à  efTectuer  en  formant  la  suite 


et  en  prenant  le  double  de  Texposant  du  premier  terme 
qui  dépasse  n. 
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Solution* 

D'après  la  proposition  précédente,  nous  aurons,  si  nous  désignons 
les  restes  obtenus  par  ri,  rj,  rj,  r*,  etc.... 


r,<\n 

et  à  fortiori 

<^«. 

r,<\r. 

et  à  fortiori 

<r 

ce  qui  peut  s'écrire 

''t.s<28''- 

Par  analogie, 

1 
Or,  si  2»»  dépasse  /?  ss'*  ^s' inférieur  à  l'unité, 


ce  qui  ne  peut  jamais  arriver. 

Par  conséquent,  il  ne  peut  pas  y  avoir  2/?  opérations,  c'est-à-dire  que 
le  nombre  des  diçisions  à  effectuer  ne  peut  pas  excéder  le  double  de 
r exposant  de  la  première  puissance  de  2  qui  dépasse  le  plus  petit  des 
nombres  proposés,  c.  q.  f.  d. 

Remarques.  —  I.  La  plus  petite  limite  connue  des  divisions  à 
faire,  pour  trouver  le  p.  g.  c,  d.  de  deux  nombres  entiers,  a  été  donnée 
par  M.  Lionnet*.  En  voici  la  démonstration  simplifiée  par  l'auteur. 


f<— ^^  — ■— ■    lia  II  j  1        ■  1»HM— iH 

*  Nouvelles  Annales  de  mathématiques. 
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Soient  N  et  n  les  deux  nombres  proposés  »  et  «,  r^,  /-g,  ....  Tp  les 
nombres  employés  comme  diviseurs. 

On  aura  r^    =  ou  >  1 , 

rp_i  =  ou>2, 

'p-s  =  ou>3, 

'|»-4  =  OU>8, 


D'où  l'on  conclut  que  si  l'on  écrit  la  suite 

1,     2,     3,     5,     8,     13,     21,     34,     etc., 

jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  un  terme  supérieur  à  /z ,  le  nombre  de  divi- 
sions à  faire  ne  peut  excéder  le  nombre  des  termes  précédents. 

Supposons,  par  exemple,  n  =  33,  on  trouve  dans  la  série  34>33. 
Le  nombre  des  termes  qui  précèdent  34  est  7  ;  donc  le  nombre  des 
divisions  à  faire  ne  peut  excéder  7. 

£n  employant  la  série 

2,     2»,     2',     2*,     2«,     2«,  ....  etc., 
on  aurait  trouvé  12  pour  limite. 

II.  On  peut  donner  aussi  le  caractère  suivant  ;  le  nombre  des  dhi- 
sions  à  effectuer  ne  peut  excéder  5  fois  le  nombre  des  chiffres  du  plus 
petit  des  deux  nombres  proposés, 

£n  effet,  la  relation 

rp_B  =  ou>13  , 

donne,  à  fortiori^  r^^  ^10. 

Pareillement  on  trouve 

rp-».i>10S 
et,  en  général ,  r^^s»,  >  1 O***. 

Donc,  si  l'on  fait  plus  de  5/w  divisions  pour  trouver  le  p.  g.  c.  d.. 
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le  plus  grand  des  diviseurs  employés  ou  le  plus  petit  des  deux  nombres 
donnés  excède  10**,  c'est-à-dire  a  plus  de  m  chiffres. 

Donc  le  nombre  des  divisions  à  faire  ne  peut  excéder  5  fois  le  nom^ 
hre  des  chiffres  den*»  c.  q.  F.  d. 

PROBLÈME  XVm. 

Quel  est  le  plus  petit  multiple  des  nombres  12,  16, 
60  et  72?  Quel  est  leur  plus  grand  commun  diviseur? 

Solution. 

Décomposons  les  nombres  i2,  16,  60  et  72  en  leurs  facteurs  pre- 
miers, nous  obtiendrons  : 

2 
2 
2 
3 
3 

Ainsi  i2  =  2*X3, 

i6  =  2S 

60  =  2«X3XS, 
72  =  2»  X  3*. 


12 

2 

16 

2 

60 

2 

72 

6 

2 

8 

2 

30 

2 

36 

3 

3 

4 

2 

15 

3 

18 

2 

2 

5 

5 

9 
3 

Par  conséquent  le  plus  petit  multiple  cherché  est 

2*X3»XS  =  720. 
Quant  au  plus  grand  commun  diviseur^  il  est  égal  à  2*=  4. 

EXERCICES. 

1 4.  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres 
est  504;  on  demande  quels  sont  ces  deux  nombres,  sa- 


Ce  caractère  a  été  énoncé  pour  la  l'«  foift  par  M.  Lamé, 
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chant  que  la  série  des  quotients  qu'on  obtient,  en  procé- 
dant à  la  recherche  de  leur  phis  grand  commun  diviseur 
est  1,  2,  1,  3  et  2.  —  Rép.  17136  et  12  600. 

1 5.  Trouver  le  plus  gran^  commun  diviseur  et  le  plus 
petit  multiple  des  nombres  5005,  105  105  et  12  870.  — 
Rép.  P.  G.  C.  D=715;  P.  P,  M  =  630630. 

16.  Le  plus  petit  multiple  de  deux  nombres  est  égal 
à  leur  produit  divisé  par  leur  plus  grand  com  mun  diviseur . 

17.  Combien  le  nombre  360  admet-il  de  diviseurs,  et 
quels  sont  ces  diviseurs?  — Rép.  360  admet 24  diviseurs. 


CHAPITRE  IIL 

FRACTIONS. 

§  1.  FRACTIONS  A  DEUX  TERMES. 
Notions  préliminaires. 

18.  Définitions  kt  peincipes.  —  On  appelle  fraction  une  ou  plu- 
sieurs parties  aliquotes*  de  Tunité.  On  distingue  deux  termes  dans  une 
fraction,  le  dénominateur  et  le  numérateur.  Le  dénominateur  indique 
en  combien  de  parties  égales  l'unité  est  divisée  ;  le  numérateur j  com- 
bien on  prend  de  ces  parties. 

Une  fraction  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  multiplie  ou  lors- 
qu'on divise  ses  deux  termes  par  un  même  nombre.  Mais  il  n'en  est 
pas  de  même  lorsqu'on  ajoute  un  même  nombre  aux  deux  termes 
d'une  fraction  :  cette  addition  la  rapproche  de  Vanités 

16.  Réduction  dbs  fractions  a  leur  plus  sixple  expression.  — 
Pour  réduire  une  fraction  à  sa  plus  simple  expression^  ou  bien  on  sup- 
prime les  facteurs  communs  au  numérateur  et  au  dénominateur  à 
mesure  qu'on  les  aperçoit;  ou  bien  on  cbercbele  plus  grand  commun 
diviseur  des  deux  termes  de  la  fraction  proposée,  et  Ton  divise  en- 
suite ces  deux  termes  par  le  plus  grand  commun  diviseur  trouvé. 

On  dit  qu'une  fraction  est  irréductible^  quand  on  ne  peut  pas  la 
ramener  à  avoir  des  termes  entiers  moindres.  Deux  fractions  irréduc- 
tibles égales  sont  identiques. 

17.  RÉDUCTION  DES  FRACTIONS  AU  MÊME  DÉNOMINATEUR. La  réduC- 

tîon  de  plusieurs  fractions  au  même  dénominateur  s'effectue ,  ou  bien 
en  multipliant  les  deux  termes  de  cbaque  fraction  par  le  produit  des 
dénominateurs  de  toutes  les  autres  ;  ou  bien  en  cberchant  le  plus  petit 
multiple  de  tous  les  dénominateurs ,  en  divisant,  par  chaque  dénomi- 


*  On  appelle  parties  aliquotes  de  l'unité  les  parties  que  l'on  obtient  en 
divisant  l'unité  en  parties  égales. 
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nateur,  ce  plus  petit  commun  multiple,  et  enfin  en  multipliant  les 
deux  termes  de  chaque  fraction  par  le  quotient  ainsi  obtenu. 

18.  Addition.  — Pour  additionner  des  fractions  de  dénominateurs 

différentSy  on  les  réduit  d'abord  au  même  dénominateur  ;  puis  on  fait 
la  somme  des  numérateurs  et  l'on  donne  à  cette  somme  le  dénomi- 
nateur commun. 

19.  Soustraction.  —  On  soustrait  l*unè  de  l'autre  deux  fractions 
de  dénominateurs  différents  en  les  réduisant  d*abord  au  même  déno- 
minateur,  puis  en  faisant  la  différence  des  numérateurs  et  en  donnant 
à  cette  différence  le  dénominateur  commun. 

20.  Multiplication.  —  Pour  multiplier   une  fraction  par  une 
'fraction,  on  fait  le  produit  des  numérateurs  et  Ton  divise  ce  produit 

par  celui  des  dénominateurs. 

Quand  on  multiplie  une  fraction  par  une  fraction,  on  prend,  comme 
on  dit,  une  fraction  de  fraction, 

21.  Division.  —  On  divise  une  fraction  par  une  autre,  en  multi* 
pliant  la  fraction  dividende  par  la  fraction  diviseur  renversée. 

22.  Puissances  et  racines.  —On  élève  une  fraction  à  une  puissance  ^ 
en  élevant  ses  deux  termes  à  cette  puissance. 

Enfin,  on  extrait  la  racine  n^  d'une  fraction,  en  extrayant  la  racine 
n*  du  numérateur  et  en  divisant  le  nombre  trouvé,  par  la  racine  n^ 
du  dénominateur. 

PROBLEME  XIX. 

Les  bénéfices  de  l'exploitation  d'une  mine  de  houille 
se  partagent  également,  chaque  année,  entre  20  actions 
appartenant  à  deux  frères. 

L'aîné  a  1  i  actions;  le  plus  jeune  les  9  autres. 

En  mourant,  l'anié  laisse  16  enfants;  le  cadet  13. 

Deux  parts  d'héritage  sont  en  vente,  une  dans  chaque 
succession;  la  mise  à  prix  de  ces  deux  parts  est  la  même  ; 
laquelle  doit-on  préférer  ? 
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Solation. 

Soit  A  la  valeur  d'une  action  de  la  mine. 

Part  de  chaque  enfant  de  Vatné.  —  Puisque  Taîné  des  deux  frères 
était  possesseur  de  i  i  actions ,  et  que  chaque  action  vaut  A,  le  bien 
de  Taîné  s'élève  à  !i  A,  somme  qu'il  faut  répartir  également  entre 
16  enfants.  La  part  de  chaque  enfant  de  Faîne  est  donc  \^  A. 

Part  de  chaque  enfant  du  cadet.  —  Le  bien  du  cadet  s'élève  à  9  A  ; 
et,  comme  le  cadet  laisse  13  enfants,  la  part  de  chacun  de  ses  enfants 
estJ^A. 

Quelle  est  maintenant  la  plus  grande  des  deux  fractions  {^et^7 
En  réduisant  ces  deux  fractions  au  même  dénominateur,  on  obtient  : 

ll__ilX13  9  _  9  Xi6 

16      163^13     ^'      i3""13X16' 


c'est-à-dire 


16      208  i3"~208* 


Les  enfants  du  plus  jeune  des  deux  frères  sont  mieux  partagés  que 
s  enfants  de  l'aîné  ;  il  est  donc  préférable  d'acheter  la  part  d'héri- 
tage mise  en  vente  dans  la  succession  du  plus  jeune. 

PROBLÈME  XX. 

Étant  donnés  2  couples  de  fractions 

1  "^  Quel  est  le  plus  grand  de  ces  deux  couples  ? 

2**  Si  Ton  multiplie  chaque  fraction  du  premier  couple 
par  celle  qui  occupe  le^même  rang  dans  le  second,  quel 
sera  le  plus  grand  des  deux  produits  ainsi  obtenus  ? 

PR.   DE  MATH.  3 


34  PREMIÈRE  PARTIE. 

Solution. 

1®  Le  i**  couple  f  +  A 

devient ,  après  réduction  au  même  dénominateur^ 

Pareillement  le  2*  couple      f -|~  A 
devient,  après  réduction  au  même  dénominateur. 

Or  m>i    «t    U<i' 

Réduisons  au  même  dénominateur  les  deux  fractions 

nous  aurons  ^    et    ^. 

Par  conséquent  -^  >•  ■^, 

PROBLEME  XXI. 

D'après  Archimède  *,  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre  est  égal  à  ^;  la  fraction  proposée  par  Adrien 
Métius  **  est  H^;  une  autre  fraction  adoptée  depuis  long- 
temps par  les  Indiens  est  -f^. 

Quel  est  le  plus  grand  de  ces  trois  rapports  ? 


*  Archimède^  géomètre  célèbre,  né  à  Syracuse  vers  Tan  287  ayant  J.  C.  ; 
tué  en  212  par  un  soldat  romain. 

*^  Adrien  Métius^  géomètre  Hollandais,  né  vers  Pan  1S80  ;  frère  de  Jac- 
ques Métius,  inventeur  du  télescope  par  réfraction. 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES.  35 


Solution. 


Le  i«  rapport  ^=3  +  ^; 

La  question  revient  donc  à  celle-ci  :  Quelle  est  la  plus  grande  des 
trois  fractions  ^,  ^  et  ^? 

16  _      1  *^  _      * 

"""'  ii3^r7T'^*îô6"-77T' 

'+Ï6  ^+15 

Évidemment 

11  1 

>— Hn> 


T^  r:  1  -"-  .  1* 


22^  355^  333 

Donc  — ^ ^ • 

7  "^113-^106 

Remftriiae.  —  La  fraction  proposée  par  Adrien  Métius  s'obtient 
en  ajoutant  terme  à  terme  le  rapport  d'Archimède  et  le  rapport  indou. 

PROBLÈME  XXII. 

Sachant  que  x  =  —      ,-^  H , calculer  la  va- 

^  15  — v'iO      15  +  v^' 

leur  de  .r. 


Solution. 

Réduisons  les  deux  fractions  proposées  au  même  dénominateur  : 

_  15+V^ÎÔ     30— v/ÏÔ__(l8+v/ÎÔ)*+(30— v/ÎÔ)(l5— y/To) 

'^""15— v/îô    is+v'îô""  (15— >/Î0)(l5  4-v^ïÔ) 

Or  (A  +  BJ  (A  —  B)  =  A*  —  B«. 
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Le  dénominateur  peut  donc  s'écrire 

i5*— 40  =  215, 
et  l'expression  devient 

0  5  +  v/iÔ)' +  (30 — v/fÔ)  (i  5 — v'ÎÔ) 

215 

Développons  les  calculs  indiqués  au  numérateur  : 

225+30  v/TÔ +1 04-450— 45  v/ÎÔ -1-1 0 . 

215  ' 

puis  effectuons  les  réductions  : 

695— 15v/ÎÔ_  5(139  — 3v/ÏÔ)_ 
^~         215         ~"         5X43         — ^>0^- 


EXERCICES. 

18.  On  n'altère  pas  la  valeur  d'une  fraction,  en  écri- 
vant, à  la  suite  du  numérateur,  un  nombre  quelconque 
de  fois  ce  numérateur  ;  et,  à  la  suite  du  dénominateur,  le 
même  nombre  de  fois  ce  dénominateur. 

19.  Un  tonneau  contenait  128  litres  \  de  vin  à  0^75  ; 
on,  en  a  tiré  109  litres  |.  1*"  Combien  reste-t-il  de  litres 
de  vin  dans  la  pièce  ?  2*  Quelle  somme  représentent  les 
litres  restants?  —  Rép.  ri8  ||  litres;  2°  14',21 . 

20.  Une  balle  élastique  rebondit  à  une  hauteur  qui  est 
les  I  de  celle  d'où  elle  est  tombée.  Après  avoir  rebondi 
3  fois,  elle  s'élève  à  une  hauteur  de  ^  de  mètre.  De 
quelle  hauteur  est- elle  tombée  d'abord  ?  —  Rép .  de  34"  Ç . 

21.  Trouver  la  composition  de  74  kilogrammes  de 
poudre  de  guerre,  sachant  que  1 00  parties  de  poudre 
renferment  75  parties  d'azotate  de  potasse  ou  salpêtre. 
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12  parties  |  de  charbon,  et  12  parties  \  de  soufre.  — 
Rép.  r  salpêtre  55*^*,500;  2^  9'^,250  de  charbon  et  de 
même  9''",250  de  soufre. 

22.  Étant  donnes  deux  couples  de  fractions  f  -j-  f  et 
I  "h  ïïïî  **  ^"^^  ^st  le  plus  grand  de  ces  deux  couples; 
2**  si  Ton  multiplie  chaque  fraction  du  premier  couple 
par  celle  qui  occupe  le  même  rang  dans  le  second,  quel 
sera  le  plus  grand  des  deux  produits  ainsi  obtenus  ?  — 
Rép.  IMe  1**;  2Me  2\ 

S  2.  CONVERSION  DES  FRACTIONS  ORDINAIRES  EN  FRACTIONS 

DÉCIMALES,  ET  INVERSEMENT. 

Notions  préliminaires. 

25.  Conversion  des  fractions  ordinaires  en  fractions  décimales. 
—  Pour  convertir  une  fraction  ordinaire  en  fraction  décimale,  on  di- 
vise le  numérateur  par  le  dénominateur;  on  obtient  ainsi  0  au  quotient, 
et  Ton  met  une  virgule  à  la  droite  de  ce  zéro.  Gela  fait,  on  ajoute  un  0 
à  la  droite  du  numérateur  et  Ton  divise  le  nombre  résultant  par  le 
dénominateur.  A  la  droite  du  deuxième  reste,  on  met  un  nouveau  0 
et  l'on  divise  le  dividende  partiel  ainsi  formé  par  le  dénominateur; 
ainsi  de  suite. 

Tantôt  la  division  s'arrête  d'elle-même,  tantôt  elle  se  prolonge  in- 
définiment; dans  le  premier  cas,  la  fraction  ordinaire /?^tf/  être  exacte^ 
ment  convertie  en  fraction  décimale  ;  dans  le  second,  la  fraction  ordi- 
naire donne  lieu  à  une  fraction  décimale  périodique. 

Lorsque  le  dénominateur  d'une  fraction  irréductiblene  renferme  pas 
d'autres  facteurs  premiers  que  2  et  5,  la  fraction  est  exactement  réduc- 
tible en  décimales  ;  de  plus,  le  nombre  des  chiffres  décimaux  est 
marqué  par  le  plus  grand  des  deux  exposants  dont  les  facteurs  pre- 
miers 2  et  5  sont  affectés. 

Toute  fraction  ordinaire  dont  le  dénominateur  renferme  un  ou  plu- 
sieurs facteurs  premiers  différents  de  2  et  5  qui  n'entrent  pas  dans  le 
numérateur,  donne  lieu  à  une  fraction  décimale  périodique» 
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24.   GoifYlBSXON   DES   F&AGTZONS  DÉCIMALES  EN  màCnONS  OEDINAIBBS. 

— La  fraction  ordinaire  génératrice  d'une  fraction  décimale /^^nW/^ictf 
simple  a  pour  numérateur  la  période,  et,  pour  dénominateur,  un 
nombre  composé  d'autant  de  9  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  la  période. 
La  fraction  ordinaire  génératrice  d'une  fraction  décimale  périodique 
mixte  a  pour  numérateur  le  groupe  des  chiffres  irréguliers  et  régu- 
liers, diminué  du  groupe  des  chiffres  irréguliers  ;  et,  pour  dénomina- 
teur, un  nombre  composé  d'autant  de  9  qu'il  y  a  de  chiffres  réguliers 
dans  la  période,  suivis  d'autant  de  zéros  qu'il  y  a  de  chiffres  irréguliers 
après  la  virgule. 

PROBLÈME   XXm. 

La  fraction  -^^  peut-elle  être  exactement  convertie 
en  fraction  décimale  ? 

Solution. 

1°  Le  dénominateur  se  décompose,  de  la  manière  suivante,  en  fac- 
teurs premiers  : 


1250 
625 
425 

25 
5 


2 
5 
5 
5 
5 


ce  qui  donne  4  250  =  2 . 5*. 

Donc  -^^  peut  être  exactement  convertie  en  fraction  décimale. 

2<^  La  fraction  décimale  équivalente  a  4  chif&es,  car  le  plus  haut 
exposant  des  facteurs  2  et  5  est  4. 

En  effectuant  la  réduction,  on  trouve  j^  =  0,2536. 

PROBLÈME  XXIY. 

Toute  fraction  irréductible  dont  le  dénominateur  ne 
renferme  ni  le  facteur  2,  ni  le  facteur  5,  donne  lieu  à  une 
fraction  décimale  périodique  simple. 
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Solvtion. 

A 

Soit  —  la  fraction  proposée* 

Puisque  cette  fraction  est  irréductible,  elle  donne  nécessairement 
lieu  à  une  fraction  périodique  simple  ou  mixte. 

Voyons  si  la  fraction  périodique  correspondante  peut  être  mixte  j 
pour  cela,  posons 

La    fraction    ordinaire    génératrice    de    la    fraction    décimale 

0,  abmnpmnp,.,  est 

ahmnp — ab^ 

99  900     ' 

^  „  A       ahmnp  —  ab 

^tionz.  -  =  — ^/^^^^ — . 

B  99  900 

Gelaposéy  concevons  que  Ton  effectue  la  soustraction  indiquée  au 

numérateur  et  que  l'on  réduise  ensuite  la  fraction  obtenue  à  sa  plus 

p 

simple  expression  —  ;  il  viendra: 

A_P 
B-Q- 

Or,   deux  fractions  irréductibles   égales  sont   identiques;   donc 

Q  =  B.  Mais,  dans  le  numérateur  de  la  fraction  —  ^      — ,  b  est 

par  hypothèse  différent  de  />•  Lé  numérateur  de  cette  fraction  n'est 
donc  pas  terminé  par  un  zéro  ;  par  conséquent,  en  simplifiant  la  frac- 
tion, on  ne  peut  pas  diviser  haut  et  bas  par  1 0  ;  en  d'autres  terrnes, 
après  la  réduction,  le  dénominateur  Q  contient  deux  facteurs  égaux  à 
2,  ou  deux  facteui*s  égaux  à  5. 

Mais,  par  hypothèse,  B  ne  renferme  ni  le  facteur  2,  ni  le  facteur  5  ; 
l'égalité  B  =Q  est  donc  impossible.  Par  conséquent  il  n'est  pas  exact 

de  poser 

A      P 

B  ""q' 

A       abmnp  ^^  ab       ^      _ 
m,  par  smte,      -  =:      ^^^^^ — =  0,  abmnpmnq.,.. 
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A 

La  fraction  —  ne  donne  donc  pas  lieu  à  une  fraction  périodique 

mixte,  mais  à  une  fraction  périodique  simple*  c.  q.  f.  d. 

PROBLÈME  XXV. 

Une  fraction  îrrëductible  dont  le  dénominateur  ren- 
ferme les  facteurs  2  et  5  ou  un  seul  de  ces  facteurs  donne 
lieu  à  une  fraction  décimale  périodique  mixte^  dont  la 
période  commence  après  autant  de  chiffres  qu'il  y  a 
d'unités  dans  le  plus  grand  des  deux  exposants  de  2  et 
5,  au  dénominateur. 

Solution. 

A 
1®  Désignons  encore  par  —  la  fraction  proposée. 

Puisqu'elle  est  irréductible,  elle  donne  nécessairement  lieu  à  une 
fraction  décimale  périodique  simple  ou  mixte. 
Voyons  si  la  fraction  périodique  correspondante  peut  être  simple. 

A 

Soit  — =  Oyabcabcabc  .... 

B 

Il  Tiendra,  en  remplaçant  0,  abc  abc  abc  ....  par  sa  valeur  ^^, 

I...        %/Jv 

A abc 

B'~999' 

999  serait  donc  un  multiple  de  B  ;  mais,  par  hypothèse,  B  contient 
le  facteur  â  ou  le  facteur  5  et  peut-être  ces  deux  facteurs  ;  999  ne 
peut  donc  pas  être  le  multiple  de  B.  En  d'autres  termes,  en  divisant 
A  par  B  on  arrive,  non  pas  à  une  fraction  décimale  périodique  simple, 
mais  à  une  fraction  périodique  mixte.  c»  Q.  F.  d. 

A 
2*  Puisque        —  =  0,  a^  mnp  mnp  .... 

B 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES.  41 

il  y  a,  entre  la  virgule  et  le  premier  chiffre  à  gauche  de  la  partie 
périodique,  autant  de  chiffres  irréguliers  que  d'unités  dans  le  plus 
fort  des  exposants  de  2  ou  de  5,  au  dénominateur. 

EXERCICES. 

23.  Le  géomètre  Lagny  *  s*est  servi,  pour  calculer  tt  avec 
127  décimales,  de  la  formule  suivante  déduite  de  la  série 
de  Leibnitz  **  : 

7r  =  2v/3(l   —  J^  +  J^  —  ^ +....) 

Calculer,  avec  dix  décimales,  la  valeur  donnée  par 
cette  formule/  quand  on  prend  les  23  premiers  termes 
compris  dans  la  parenthèse.  —  Rép.  tt  ==  3,1 41 5926^  etc. 

24.  Calculer  la  valeur  de  tt,  au  moyen  de  la  formule 
de  Machin  : 

"^V^"  3.  239» +  —7 

On  prendra  9  termes  de  la  première  série  et  3  de  la 
seconde,  et  Ton  cherchera  les  valeurs  de  ces  termes  avec 
13  chiffres  décimaux. 

25.  Le  nombre  eque  Néper***  a  pris  pour  base  de  son 


*  Thomas  Fantet  de  Lagnjr  y  mathématicien  français  né  à  Lyon  en  1660^ 
mort  à  Paris  en  1734. 

**  Leibnitz^  savant  né  à  Leipsick  en  i646,  mort  à  Hanovre  en  1716.  Il  fut 
à  la  fois  jurisconsulte,  philosophe,  mathématicien  et  historien. 

***  Néper^  mathématicien  écossais^  né  en  1550,  mort  en  1617.  Inventeur 
des  logarithmes. 
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système  de  logarithmes  s'obtient  en  faisant  la  somme  de 
la  série 

"T"î  "  rri"T"  1.2. 3  " 


•  •  •  • 


Évaluer  la  valeur  de  é  avec  dix  chiffres  décimaux.  On 
ne  s'arrêtera  qu'au  quinzième  terme,  et,  dans  la  réduc- 
tion en  décimales,  on  poussera  l'opération  jusqu'au 
douzième  chiffre.  —  Rép.  e  =  2,718  281  82846 


CHAPITRE  IV. 

POIDS  ET  MESURES. 

S  1.  SYSTÈME  MÉTRIQUE. 

Notions  préliminaires. 

9K.  Mbsubxs'  db  LonouBVR.  —  La  base  du  système  légal  des  poids 
et  mesures  est  le  mètre.  Le  mètre^  unité  fondamentale,  est  la  dix-mil- 
lionième partie  du  quart  de  la  distance  du  pôle  à  Péquateur. 

Les  multiples  du  mètre  sont  :  le  décamètre  (chaîne  des  arpenteurs), 
l'hectomètre,  le  kilomètre,  et  le  myriamètre,  qui  valent  respectivement 
10, 100,  1000,  et  10  000  mètres.  Les  sous-multiples  du  mètre  sont  : 
le  décimètre,  le  centimètre  et  le  millimèlre, 

26.  Mesukes  de  supeeficib.  —  L'unité  de  surface  est  le  mètre 
carré;  c'est  un  carré  qui  a  1  mètre  de  côté.  Le  mètre  carré  vaut  J  00 
décimètres  carrés,  etc.;  en  d'autres  termes,  l'échelle  de  multiplicité 
est  100. 

Dans  les  mesures  agraires  on  prend  Vare  pour  unité  ;  c'est  un  carré 
de  10  mètres  de  côté.  L'are  vaut  donc  100  mètres  carrés.  IJ hectare 
vaut  100  ares  ou  10 000. mètres  carrés;  le  centiare  est  la  centième 
partie  de  l'are  ;  il  équivaut  au  mètre  carré. 

27.  Mbsubes  de  volumb  et  de  capàgit]£.  —  L'unité  de  volume  est 
le  mètre  cube;  c'est  un  cube  dont  chaque  arête  a  un  mètre  de  lon- 
gueur. Le  mètre  cube  prend  le  nom  de  stère  quand  il  sert  à  mesurer 
les  bois  de  chauffage  ou  de  charpente.  Il  vaut  1000  décimètres  cubes  ; 
le  décimètre  cube,  1000  centimètres  cubes,  etc.  L'échelle  de  multi- 
plicité est  1000. 

Pour  mesurer  les  liquides  et  les  grains,  on  prend  souvent  le  litre 
pour  unité.  C'est  un  vase  dont  la  contenance  est  celle  d'un  décimètre 
cube. 

28.  Mesukes  i^s  POIDS.  —  L'unité  de  poids  est  le  gramme;  c'est 
ce  que  pèse,  dans  le  vide,  un  centimètre  cube  d*eau  distillée  à  la  tem- 
pérature de  4*  centigrades. 
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Pour  les  fortes  pesées,  on  emploie  le  qy^intal  qui  vaut  100  kilo- 
grammes, et  la  tonne  qui  en  vaut  1000. 

RiLOGAAMMÈTRE. —  En  mécanique,  on  prend  pour  unité  le  kiiogram^ 
mètre;  c'est  le  travail  nécessaire  pour  élever  4  kilogramme  à  un  mètre 
de  hauteur. 

Remarque.  —  Dans  les  applications  où  le  temps  pendant  lequel 
la  force  agit  est  un  élément  essentiel  à  considérer,  on  prend  pour 
unité  de  puissance  dynamique  un  travail  de  75  kilogrammètres  effec- 
tué en  une  seconde  ;  cette  unité  se  nomme  cheval^çapeur.  Un  cheval- 
vapeur  équivaut  à  peu  près  à  5,5  chevaux  effectifs. 

29.  Monnaies.  —  L'unité  monétaire  est  le  franc.  C'est  une  pièce 
pesant  5  grammes  et  contenant  0,9  d'argent. 

.    L'argent  monnayé  vaut,  à  poids  égal,  quinze  fois  et  demie  moins 
que  Por  et  vingt  fois  plus  que  le  bronze. 

L'or  et  l'argent  purs  valent  : 

L'or 3444^,44  le  kilogramme. 

L'argent 222',22  — 

PROBLÈME  XXVI. 

Les  diamètres  des  pièces  de  1  ^  2  et  5  francs,  exprimés 
en  millimètres,  sont  représentés  respectivement  par  les 
nombres  23,  27  et  37.  Cela  posé,  quelle  longueur  obtient- 
on  en  mettant  Tune  à  côté  de  l'autre,  soit  19  pièces  de 
5  francs  en  argent  et  1  i  de  2;  soit  20  pièces  de  2  francs 
et  20  de  1  ? 

Solution. 

l^'  Puisque  la  pièce  de  5  francs,  en  argent,  a  37  millimètres  de 
diamètre,  i9  pièces  de  5  francs  donnent  une  longueur  de 

37  X  i9  =  703  millimètres. 
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D'autre  part,  i  1  pièces  de  2  francs  donnent  une  longueur  de 

27  X ii  =  297  millimètres. 

19  pièces  d'argent  de  5  francs  et  il  de  2  francs  donnent  donc  une 
longueur  de 

703  +  297  =  1000  millimètres  =  1  mètre. 

2°  En  raisonnant  d'une  manière  analogue,  on  trouve  que  20  pièces 
de  2  francs  et  20  de  1  franc  donnent 

27  X  20  +  23  X  20  =  540  +  460  millimètres  =  1  mètre. 

PROBLÈME  XXVn. 

La  roue  motrice  d'une  machine  Crampton  a  6",60  de 
circonférence.  A  chaque  coup  double  de  piston^  elle  fait  un 
tour  et  l'on  compte  4  coups  doubles  par  seconde.  On 
demande  ce  que  cette  locomotive  parcourt  de  chemin 
par  heure. 

Solution. 

Puisque  Ton  compte  4  coups  de  piston  doubles  par  seconde,  et 
qu'à  chaque  coup  de  piston  la  roue  motrice  fait  un  tour,  c'est-à-dire 
fait  avancer  la  locomotive  de  6)60,  la  machine  parcourt 

6",60  X  4  =  26",40  par  seconde. 

Or,  dans  une  heure,  il  y  a  soixante  fois  60  secondes  ;  donc  la  lo- 
comotive parcourt,  par  heure, 

26«,40  X  60  X60  =  95«»,040. 
PROBLÈME  XXVIU. 

La  trigonométrie  sphérique  fournit  le  moyen  de  mesu- 
rer la  distance  de  Brest  à  Cayenne,  quand  on  connaît  les 
latitudes  et  les  longitudes  de  ces  deux  villes.  On  a  ob- 
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tenu ,  par  les  procédég  qu'elle  donne,  59*  23^  SA*',  38; 
évaluer  cette  distance  en  myriamètres. 


Solvtlon. 

D'après'la  définition  du  mètre ,  le  quart  du  méridien  terrestre  vaut 
i  0  000  000  mètres  ou  i  000  myriamètres.  Or ,  le  quart  du  méridien 
terrestre  évalué  en  degrés  de  la  drconférenoe  égale  90^. 

Si  donc  90^  ou  324000''  équivalent  à  1000  myriamètres, 

iOGO^y*^        i 
1"  équivaut  à  ^-—^  =  —  myriamètre., 

imyr 

et  59«23'54'',  38  ou  213  834",  38  correspondent  à  —-.213  834,38, 

c'est-à-dire  à 

659-y,9827. 


PROBLEME   XXIX. 

Un  fermier  vend  pour  12  695  francs  de  froment,  à  rai- 
son de  26',75  l'hectolitre.  On  demande  en  hectares,  ares 
et  centiares  la  surface  du  terrain  qui  produit  cette  quan- 
tité de  froment,  sachant  qu'un  hectare  de  terre  donne 
1 9  hectolitres. 

Solution. 

Cherchons  d'abord  le  nombre  d'hectolitres  de  froment  qu'il  faut 
vendre  pour  toucher  1  â  695  francs. 

Chaque  hectolitre  valant  26^75,  autant  de  fois  le  nombre  26,75 
est  contenu  dans  12695,  autant  la  récolte  comprend  d'hectolitres  de 
froment. 

26,75       *^     ''^^' 
Comme  chaque  hectare  de  terrain  produit  19  hectolitres,  autant 
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474Jicct^5794  contiennent  de  fois  i9,  autant  le  terrain  a  cl*hectares.  Il 
faut  donc,  pour  obtenir  la  surface  du  terrain,  diviser  474,5794  par  19* 

La  surface  cherchée  égale  donc 

24hect^97«rt.79ceiiii«rei  --  349  779  mètrcs  carrés. 

PROBLÈME  XXX. 

Une  salle  de  spectacle  est  éclairée  par  500  becs  de  gaz; 
combien  Téclairage  de  cette  salle  coûte-t-il  par  mois, 
sachant  qu'un  bec  consomme  1 20  litres  de  gaz  par  heure, 
que  la  salle  est  éclairée  de  6  heures  du  soir  à  minuit^  et 
que  le  mètre  cube  de  gaz  coûte  0',30  ? 

Combien,  dans  Tusine  qui  alimente  cette  salle,  use-t  on , 
par  mois,  de  tonnes  de  houille  pour  son  éclairage, 
sachant  que  chaque  tonne  donne  250  mètres  cubes 
de  gaz? 

Solution. 

i®  Prix  de  P éclairage  par  mois.  —  Puisque  chaque  bec  consomme 
120  litres  par  heure,  la  salle  ayant  500  becs  use,  par  heure, 

1 20  X  500  =  60  000  litres  =  60  mètres  cubes.    . 

Or 9  le  mètre  cube  de  gaz  coûte  0^,30^  donc  60  mètres  cubes 
coûtent 

0',30X  60  =  18  fr. 

Comme  la  salle  est  éclairée  de  6^  à  minuit ,  la  dépense  par  soirée 
égale 

18^  X  6  =  108  fr., 
et,  par  mois, 

108^  X  30  =  3240  fr. 

2**  Tonnes  de  houille  employées  pour  l'éclairage  de  la  salle,  —  Les 
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500  becs  usent,  ayons-nous  dit,  60  mètres  cubes  de  gaz  par  heure; 
par  soirée,  ils  consomment 

60"»«  X  6  =  360"'«, 
et,  par  mois, 

SeO^-^'X  30  =  iO  SOO'»-^. 

Ck)mme  chaque  tonne  de  houille  donne  250  mètres  cubes  de  gaz , 
autant  de  fois  le  nombre  10800  contient  250,  autant,  dans  l'usine 
qui  alimente  la  salle,  on  use  de  tonnes  de  houille, 

^0800       ,^. 

—  /.Q  tonne*  9 

PROBLÈME  XXXI. 

Les  poids  spécifiques  du  charme,  de  Térable  et  du 
hêtre  sont  respectivement  représentés  par  0,756;  0,674; 
0,750.  Combien  pèsent  95  stères  de  ces  bois  mélangés 
également  ? 

Solution. 

Un  mètre  cube  d'eau  pèse  1000  kilogr.  ou  une  tonne. 

Le  poids  d'un  stère  de  charme  égale  donc  1*  X  0,756  =  0%756^»> 

—  d'érable i  X  0,674  =  0  ,674 

—  de  hêtre 1  X  0,7S0  =  0  ,7»0 

Somme =2',180^ 

Pour  avoir  le  poids  d'un  stère  de  ces  bois  mélangés,  il  faut  prendre 
le  i  de  2%180  j  95  stères  de  mélange  pèseront  95  fois  plus,  ou 
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PROBLÈME  XXXII. 

La  limite  de  la  traction  que  peut  exercer  une  locomo- 
tive est  égale  à  Tadhérence  de  cette  machine,  évaluée  au 
sixième  du  poids  qui  comprime  les  rails  sous  les  roues 
couplées.  De  plus^  sur  des  rails  secs  et  de  niveau,  le  rap- 
port du  tirage  à  la  pression  égale  0,005.  Quel  est,  d'après 
cela,  le  poids  du  convoi  que  peut  remorquer  une  loco- 
motive de  40  tonnes  à  8  roues  couplées? 

Solution.  ^ 

Puisqu'une  locomotive  ne  peut  pas  agir  sur  une  résistance  supé- 
rieure au  sixième  de  son  poids,  une  locomotive  de  40  tonnes  ne  pent 
pas  produire  une  traction  supérieure  à  ^  tonnes. 

Gela  posé ,  désignons  par  x  le  poids  inconnu  du  convoi  que  cette 
locomotive  peut  remorquer. 

Les  OjOOS  du  poids  du  convoi,  c'est-à-dire  0,005a:,  représentent 
le  tirage  ou  la  résistance  à  vaincre,  pour  que  le  train  se  mette  en 
marche  ;  d'autre  part ,  on  sait  que  la  locomotive  dont  il  s'agit  est  ca- 
pable d'exercer  une  traction  de  -^  tonnes.  On  a  donc  la  relation 

0,005a:  =  ~, 

0 

40  40 

d'où  x=^ — 7— ~  =--—  =  1333  tonnes. 

6X0,005       0,03 

Remarque.  —  Les  exigences  de  la  régularité  du  service  veulent 
un  excédant  considérable  de  puissance  ;  dans  la  pratique,  le  résultat 
précédent  doit  être  réduit  de  50  pour  iOO, 

PROBLÈME  XXXIII. 

Quel  est  le  poids  d'une  somme  de  20  000  francs,  ren 
argent;  2**  en  or;  3^  en  bronze? 

PKÛBL.  DE  MATH.  4 
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Solution. 


V  Poids  de  20  000  francs  çn  argent •  —  Un  franc  pèse  8  gi^mnies  ; 
20  OQO  francs  pèsent  donc 

8X20 000 :îî=iO00O0«'«=i0OW5=i  quintal. 

J*  Poids  de  la  même  somme  en  or.  —  A  valeur  égale ,  Por  pèse 
lil  fois  \  moins  quç  l'argent  ;  le  poids  de  20  000  franco  en  or  est  donc 

400^» 


i8,8 


==;  6^S4M6, 


3**  Poids  en  bronze,  —  En  bronze,  le  poids  d'une  somme  est  20  fois 
plus  grand  que  son  poids  en  argent.  Or,  en  argent,  cette  somme  pèse 

iOO  kilogrammes;  en  brou»e,  Iç  poids  «era 

i 00^  X  20  =  2000"^  =  2  tonnes. 


EXERCICES. 

26.  On  demande  ce  que  la  machine  TJntée  du  che- 
min de  fer  de  Saint-Germain  parcourt  par  heure,  sachant 
que  la  roue  motrice  de  cette  machine  a  1  ",21  de  diamètre 
au  cercle  de  roulement,  qu'à  chaque  coup  double  de  piston 
elle  fait  un  tour,  et  que  Ton  compte  3  coups  doubles  par 
seconde.  —  Rép.  41  kilomètres. 

27.  Un  fermier  vend  pour  1 6  897  francs  de  blé,  à  rai- 
son de  25',80  ThectolUre.  On  demande  en  hectares,  ares 
et  centiares,  la  surface  du  terram  qui  doime  cçtte  quantité 
de  blé  ;  on  sait  qu  un  hectare  de  terre  produit  20  hecto- 
litres. —  Rép.  32^~',74^^%61 


cent 


28.  Le  poids  de  Teau  contenue  dans  un  réservoir  est  de 
ggtoiwe«^3gjj  567;  quel  est  le  volume  de  ce  réservoir?  — 
Rép.  58™%384567. 
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29.  Quel  est  le  poids  de  2  000  000  francs  en  argent, 
en  or  et  en  bronze?  —  Rëp.  En  argent,  40  tonnes j  en 
or,  645"*,16;  en  bronze,  200  tonnes. 

S  2.  ANCIEN  SYSTÈME  DES  POIDS  ET  MESURES. 

Notions  préliminaires, 

SO.  MssuRES  DE  LONGUEUR.  —  Autrefols ,  la  principale  unité  de 
longueur  était  la  toise;  elle  se  subdivisait  en  6  pieds  ;  chaque  pied 
valait  \^ pouces^  chaque  pouce  12  lignes ^  et  chaque  ligne  \t  points. 

On  mesurait  les  étoffes  au  moyen  de  Vaune^  qui  valait  6322  points. 

Pour  les  mesures  itinéraires,  on  se  servait  du  mille  de  \  000  toises, 
et  de  la  lieue  de  poste  de  2000  toises. 

31.  Mesures  de  superficie.  •«>-  Les  unités  de  superficie  étaient  les 
carrés  faits  sur  les  diverses  unités  de  longueur  :  il  y  avait,  par  consé-^ 
quent,  la  toise  carrée ,  le  pied  carré  ^  le  pouce  carré  y  etc. 

Pour  les  mesures  agraires ,  on  comptait  par  perches  et  par  arpents, 
La  perche  des  eaux  et  forêts  avait  22  pieds  carrés;  celle  de  Paris 
n'en  avait  que  18.  U arpent  des  eaux  et  forets  valait  100  perches  des 
eaux  et  forêts  ;  V arpent  de  Paris ^  100  perches  de  Paris. 

99.  Mesurss  d«  volume  irr  oi  capacité. -«-liea  upité^  de  volame 
étaient  les  cubes  construits  aur  les  unités  de  longueur* 

Pour  la  mesure  des  bois  de  chauffage,  on  employait  la  voie  y  qui 
était  équivalente  à  b6  pieds  cubes  ;  la  corde  des  eaux  et  forêts  valait 
2  voies. 

Les  bois  de  charpente  se  mesuraient' au  moyen  de  \ql  solive  (3  pieds 
cubes) ,  et  les  liquides ,  au  moyen  de  la  pinte.  Il  fallait  8  pintes  pour 
faire  1  veltCy  9  veltes  pour  faire  1  quartauty  2  quartauts  pour  1  feuil' 
lettCy  et  2  feuillettes  pour  1  muid.  Enfin,  pour  les  grains,  on  employait 
le  litron.  Seize  litrons  valaient  1  boisseau,  et  12  boisseaux  1  setier, 

33.  Mesures  de  poids.— L'unité  de  poids  était  la  livre ^  qu'on  in- 
diquait par  le  signe  fî.  La  livre  se  subdivisait  en  2  marcs ^  le  marc  en 
8  onces  y  Ponce  en  8  gros  y  le  gros  en  3  deniers  ou  scrupules  y  et  le  de- 
nier en  24  grains.  Le  quintal  valait  1 00^. 
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54,  Monnaies.  — L'unité  monétaire  était  la  livre  tournois^  qu'on 
indiquait  par  le  signe  ^.  La  livre  tournois  valait  20  sols^  le  sol  4  liardsy 
le  liard  3  deniers.  Les  monnaies  d'argent  étaient  les  écus  de  6  livres 
et  de  3  livres,  el  les  pièces  de  30,  de  24,  de  i  5  et  de  42  sols.  Les 
monnaies  d'or  étaient  le  iouis  de  24  livres,  le  demi'-louis  et  le  double 
louis, 

5iS.  Mesures  de  temps.  —  Les  anciennes  mesures  de  temps  ont  été 
conservées.  Ce  sont  :  \eJour  qui  vaut  24  heures,  V heure  60  minutes, 
la  minute  60  secondes,  la  seconde  60  tierces» 

U année  civile  est  une  période  de  365  ou  de  366  jours,  selon  qu'elle 
est  commune  ou  bissextile. 

56 .  Division  de  la  ciRcoNFiaENCE.  —  De  même  que  les  mesures 
de  temps ,  les  divisions  de  la  circonférence  sont  restées  ce  qu'elles 
étaient  avant  la  réforme  du  système  des  poids  et  mesures.  On  partage 
la  circonférence  en  360  degrés ,  chaque  degré  en  60  minutes^  et  cha- 
que minute  en  60  secondes. 

Malgré  les  avantages  qu'elle  offre,  la  division  centésimale  de  la 
circonférence  en  400  grades  n'a  pas  prévalu. 


PROBLëME  XXXIV. 

Calculer  la  longueur  de  VsLunée,  sachant  que  le  prin- 
temps dure  92^  20*^  59"*;  l'été,  93^  UMS"*;  l'automne, 
89^  1 7**  35°*,  et  l'hiver  89M  **  2". 

Solution. 

Celte  question  se  réduit  à  une  addition  de  nombres  complexes. 

Printemps \...     92i  20»»    59°» 

Été 93  44      13 

Automne 89  17*     35 

Hiver 89       i         2 

Total 363i  5i>>  109"*  =  365i  5*»  49»». 


\ 


\ 
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PROBLÈME  XXXV. 
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Le  crépuscule  cesse  et  la  nuit  commence,  non  pas 
quand  le  soleil  passe  au-dessous  de  Vhorizou,  mais  lors- 
qu'il en  est  à  1 8°,  Déduire  de  ce  fait  qu'il  n'y  a  pas  de 
nuit  proprement  dite  à  Paris,  au  solstice  d'été. 

On  sait  que  l'écliptique*  fait,  avec  l'équateur  céleste, 
un  angle  de 23"  27' 38'^  et  que  la  latitude**  de  Paris  égale 
48^^50' 11  ^ 

Solution. 

Soient  AB  (fîg.  4)  la  trace  de  réquateur  céleste, 
CD        —        Pécliptique, 
HH'      —        Phorizon  de  Paris. 

Le  jour  du  solstice  d*été,  à    midi,  le  soleil 
est  en  D  ;  à  minuit  il  se  trouve  en   I.  A   ce 
dernier  moment,  est-il  à  dS*  au-dessous  de  l'horizon  ?  —  Non,  car 


Mais 


et 


Donc 


HI  =  HA  — lA. 

HA  =  PE  =  90<»  —  480  50'  ^  |i 

lA  =  sa*»  27'  38". 

HI  =  90<>  —  (48<>  50'  11"  +  23^  27'  38") 
17^2' 11". 


Le  soleil  ne  descend  donc  pas  assez  au-dessous  de  l'horizon  pour 
que  la  nuit  survienne  j  par  conséquent  l'aurore  succède  au  cré  - 
puscule. 

*  Uécliptique  est  la  courbe  elliptique  que  le  soleil  paraît  décrire  en  une 
année,  et  que  la  terre  décrit  réellement  dans  cet  espace  de  temps.  On  l'ap- 
pelle ainsi  parce  que  les  éclipses  n'ont  lieu  que  quand  la  luno  est  dans  le 
voisinage  du  plan  de  dette  courbe. 

***  La  latitude  (latîtudoy  largeur)  géographique  d'un  lieu  est  la  distance  de 
ce  lieu  à  l'équateur  terrestre. 
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PROBLÈME  XXXVI. 

Un  objet  a  coûté  638^  i  5' JS"*  ;  combieû  auraient  coûté 
85  objets  pareils? 

8«latiom» 

Il  est  évident  que,  pour  résoudre  cette  quéstiofi,  tl  suffit  de  répéter 

85 


2690* 

4304 

PourlO' 

42 
21 

2 

10- 
5 

2 

Pour  5 ,. 

Pour  6^ 

6^ 

Pour  o, «•»»»• *••» 

i 

i 

8 

45796*      18-       9** 

Pour  effectuer  cette  opération,  on  commence,  comme  on  le  voit, 
par  multiplier  538  par  85,  à  la  manière  ordinaire.  On  passe  ensuite  à  la 
multiplication  de  15'  par  85,  opération  que  Ton  fait  en  2  fois,  d*abord 
en  cherchant  le  produit  de  10'  par  85,  puis  celui  de  5'  par  85  :  ce 
dernier  est  évidemment  là  moitié  du  précédent.  Dix  sous  égalant  la 
moitié  d'une  livre,  85  fois  10  sous  donnent  85  fois  la  moitié  d'une 
livre  ou  42*  lO*.  Cinq  sous  donnent  la  moitié  ou  21*  5'.  Quant  aux 
9  deniers,  on  les  décompose  en  (6-|-  3)  deniers. 

Six  deniers  sont  la  moitié  d'un  sou,  et  par  conséquent  la  moitié  du 
5*  ou  le  10*  de  5  sous;  le  produit  de  6**  par  85  est  donc  égal  au  10* 
de  21*  5',  ce  qui  donne  2*  2'  6**.  Enfin,  pour  S**,  on  a,  en  prenant 
la  moitié  du  produit  précédent,  1*  1'  3**. 

En  ajoutant  tous  les  produits  partiels,  on  obtient  le  prix  cherché. 

1>]10BLÈBIÊ  XXXVIt. 

La  longueur  de  1  ®  prise  sur  un  cerlaîn  cercle  est  égale 
à  872",2i  ;  quelle  est  la  longueur  de  l'arc  de  37**25'30^? 
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SolntioB. 

Pour  multiplier  872,21  par  ,37®  2S'  30",  voici  comment  on  pro- 
cède : 

872",21 

QV  25^  30*^ 

6  10  5  4  7 

2  6  16  6  3 

Pour   1' i,i  4  4  8  3  6 

Poui-20' ii»é  8  9  0  7  a 

Pour   4' ...i.k  5  8  14  4 

Pour  30" •♦ •/  2  6  8 


3264  2, 438 


Il  est  facile  de  rendre  compte  de  la  méthode  que  nous  avons  sui- 
vie. D'abord  il  est  clair  que^  puisque  k  longueur  de  d^  égale  872"*,21 , 
on  aura  la  longueur  de  37^,  en  multipliant  872,21  par  37. 

Une  minute  étant  la  60"  partie  de  1®,  oH  obtiendra  la  longueur  qui 
correspond  à  1'  en  divisant  872'",21  par  60^  c'est  ainsi  qti'on  obti«ill 
14'",536.  Dès  lors,  on  calculera  sans  peine  la  longueur  qui  corres^ 
pond  aux  24  autres  minutes.  Quant  à  la  longueur  que  donnt\30'^,  elle 
est  égale  à  la  moitié  de  celle  que  donne  l'^  c^est-à-dire  à  lâ  moitié 
del4'^,b36. 

Il  ne  reste  plus,  après  touâ  Céâ  calculs,  qu'à  ajouter  les  produits 
partiels.  On  trouve  pour  résultat  : 

32642'")438. 

PROBLÈME  XXSlVIU. 

Sur  un  certain  cercle^  la  longueur  de  Tafo  de 
92°  21'  47'',2  vaut  23  mètres. 

Quelle  esty  en  degrés^  minutes  et  secondes^  la  longueur 
du  mètre? 
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Solution» 

Si  23-  =  97<»2r47",2 

97*21'47",2 

*    ""         23 
Effectuons  cette  division  : 


^•'divid.  =  97« 

i»' reste  =   5^=5.60=300' 

+  21' 


23 


2«  dividende  =  321' 

91 


4"  =  1"  quotient 
23 


i  3' =2«  quotient 
2«  reste  =  22'  =  22 .  60  =  1 320" 

+  47",2 

23 


59",4  =  3«quot. 


3«dividende=1367",2 

217 
102 
10 
Par  conséquent  1  «  =  4M  3'  59",  4 . 

PROBLÈME  XXXIX. 

La  longitude*  de  Brest  est  de  &  49',  celle  de  Cayenne, 
de  54**  35';  ces  deux  longitudes  sont  occidentales.  On 
demande  quelle  heure  il  est  à  Brest,  quand,  à  Cayenne, 
il  est  2  heures  de  raprès-midi?  < 

Solution. 

Cherchons  d'abord  la  différence  des  longitudes  de  Brest  et  de 

Cayenne. 

Long,  de  Cayenne  =  54®  35' 

Long,  de  Brest  =  6<^  49' 

Différence  =  kl^    46' 


'*'  La  longitude  {longîtudo^  longueur)  géographique  d*un  lieu  est  la  distance 
de  ce  lieu  au  premier  méridien  ;  cette  distance  se  mesure  sur  Téquateur.  Les 
expressions  longitude  et  latitude  viennent  de  ce  que  les  anciens  regardaient  la 
terre  comme  une  surface  plane  n'ayant  que  deux  dimensions,  longueur  et 
largeur. 
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Or,  le  soleil,  dans  son  mouvement  diurne  apparent,  paiTourt 
-—7-=  15*  en  i  heure. 

Par  conséquent,       i  5®  correspondent  à  i  heure, 

_  =  i5'       —       i  minute, 

-77;:=:  15"      —       i  seconde. 
60 

Gela  posé,  pour  déterminer  le  nombre  d'heures  que  représentent 
(i7^,  nous  diviserons  47  par  15.  Le  quotient  3  donne  les  heures  cor^ 
respondantes.  Le  reste  2^  =  120',  ajouté  aux  46'  de  la  différence  des 
longitudes,  égale  166',  lesquelles,  divisées  par  15,  donnent  11*»  pour 
quotient  et  1'  pour  reste.  Cette  minute  vaut  60",  dont  le  15*  corres- 
pond à  4  secondes  de  temps. 

On  a  donc,  en  convertissant  les  degrés,  minutes  et  secondes  de  cir- 
conférence en  heures,  minutes  et  secondes  de  temps,  à  raison  de  1 5^ 
par  heure,  de  1 5'  par  minute,  de  1 5"  par  seconde,  etc.  : 

Différence  des  longitudes  =  3**  1 1"  4*. 

D'ailleurs  Cayenne  est  à  Touest  de  Brest  ;  quand  il  est  2^  ù  Cayenne, 
il  y  a  donc  3*"  11""  4'  qu'il  était  2^  à  Brest  ;  il  est  alors  à  Brest 

5»»11«4«. 


EXERCICES. 

30.  Un  vase  plein  de  liquide  pèse  25«  1*'  V  6^  27»';  le 
poids  du  vase  vide  est  de  14^  0"  5^  7*  38«'.  On  demande 
le  poids   du  liquide  contenu  dans  le  vase.  —  Rép. 

31 .  Par  suite  de  la  précession  desëquinoxes^,  le  point 

*  On  appelle  points  équînoxîaux  les  points  ou  Técliptique  coupé  Téqua- 
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ëquinoxial  rétrograde^  dans  les  signes  du  zodiaque^,  de 
5tf'yi  par  an.  Combien  met-il 

1**  A  rétrograder  de  T?  —  Rép.  72  ans  environ. 

2**  A  rétrograder  d'un  signe  du  zodiaque  ou  3U®?  — 
Rép.  21 56  ans. 

3**  En  combien  de  temps  parcourt-il  le  cercle  entier  de 
récliptique?  — •  Rép.  En  26  000  ans  environ. 

32«  La  toise  d'un  certain  ouvrage  coûte  25^10*5''; 
quel  est  le  prix  de  69"^  4'  11  "^  du  même  ouvrage  ?  *»-*  Rép. 
1813^5*4''^. 

33.  Deux  arcs  d'une  même  circonférence  sôfit  don* 
nés,  savoir  :  A  =  85^^  31  '  22^'j  B  =  30M  r  2^'  7.  Calculer 
à  j-^  près  le  rapport  de  A  à  B.  —  Rép.  2^823. 

34.  L'excentricité**  de  la  courbe  que  la  terre  décrit  au- 
tour du  soleil  est  donnée  par  la  formule 

ê  -— "  -!■ — 

*^      V^  +  V*'' 

dans  laquelle  (/  =  1M'  9''  et  ^  =  57'  12'',3  ;  calculer  la 
valeur  de  e.  —  Rép.  e  =  Ô,017. 


teur.  Aux  équinoxes  [œquuSy  égal;  no»  y  nuit),  la  nuit  a  la  même  Jutée  que  le 
jour.  'La  précession  des  équinoxes  est  le  mouvement  insensible  par  lequel  teâ 
points  équinoxiaux  6e  déplacent  continuellement  sur  Téquateur,  en  sens  in^ 
yérse  de  Tordre  des  signes  du  zodiaque. 

*  Zone  céleste,  large  de  18°  environ;  elle  fait  le  tour  du  ciel  parallèlement 
à  récliptique.  Le  nom  de  Zodiaque^  donné  à  cette  zone,  vient  de  ce  que  plu- 
sieurs des  constellations  qu'elle  renferme  ont  été  représentées  par  des  animaux 
(î^coSiov,  diminutif  de  Çwov,  animal). 

**  En  géométrie,  on  nomme  excentricité  [ex,  hors;  centrum,  centre)  d'une 
ellipse  la  distance  qui  lépare  du  centre  chacun  des  foyers  de  la  courbe. 


' 
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S  3.  CONVERSIONS. 

Notions  |»rélliiiliialrM« 

57.  Mesubes  de  longueur,  —  Faieur  du  mètre  en  toise^  et  rêci^ 
proquement, 

i«  =  0^,5*30  740 

=  0^3P0P  111,296 
=  443^,296 
iTcai«,94904. 

Valeur  de  taune  de  PariSé 

1««"=;3*7P101 

:=  1^8  844. 

58.  MtâYJUitt  Di  60»Efi»loi««  *^  Fateor  dé  là  toisé  tarrèê  Ht  mètres 

ceurres. 

lïq  =  3«%79  8743. 

Valeurs  de  la  perche  et  de  V  arpent  en  hectare  y  et  réciproquement. 
1  arpent  des  eaux  et  forêts  =  0*'»<'*',51  07 
1     —    deParis.  .....,.=  0,       34 19 

Réciproquement, 

1  hectare rs  l**Téfii  g^gQ  des  eaux  et  forêlâ 

=a  8,       9249  de  Paris. 

59.  Mesures  de  volume  et  de  capacité.  —  Valeur  de  la  toise  cube 
en  mètres  cubeSé 

|Tc--7«e^405  887. 

Valeur  de  la  voie  en  stère. 

1  voie  =ri-»*'%91  952. 
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Valeurs  de  la  pinte  et  du  litron  en  litres, 

i  pinte  =  Oi»«'^%934  3 

i  litron  =  0,     8i30. 

40.  Mbsubks  de  poids.  —  Valeur  de  la  livre-poids  en  kilogrammes^ 
et  réciproquement, 

iff  =  0^,489  506 

4i.  MoNKÀiES.  —  Valeur  de  la  livre^tournois  en  franc, 

M^      80'      ^,  ^^ 

i*  =  -5-  =0',99  environ. 

ol 

PROBLÈME  XL. 

Borda  ^  a  trouvé  que  la  longueur  du  pendule  simple 
qui  bat  la  seconde  à  Paris  est  de  440^5593. 
Exprimer  cette  longueur  en  millimètres. 

Solution. 

[1]  l«  =  3'*0PHi,296. 

Réduisons  le  mètre  en  millimètres,  et  les  pieds,  pouces  et  lignes 
en  lignes,  l'égalité  [1  ]  deviendra 

[2]  1000««  =  443',296. 

^1-  ^000       .„.    . 

Par  conséquent,  \  ligne  =  ■  millimètres, 

et  440>,5593  =  Tr|^  •  440,3593  millimètres 

=  993"">,82. 


*  Savant  français,  né  à  Dax  en  1733,  mort  à  Paris  en  1799. 
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PROBLÈME  XLI. 

Le  mille  marin  correspond  à  Tare  de  1'  sur  un  grand 
cercle  terrestre  ;  calculer  sa  longueur  en  mètres. 

Solution. 

Le  quart  du  méridien  terrestre  ou  90o  =  iO  000  000  met.  environ. 

^,      1000000      ,,,^,,^, 
9 

et  d  mille  ou  1  '  =  ^1^44^^  =  d  851  ~,85  =  i  852-  environ. 

60 

PROBLÈftlE  XLU. 

La  lieue  marine  vaut  3  milles,  calculer  combien  il  y  a 
de  lieues  au  degré,  et  combien  ces  lieues  valent  de 
mètres. 

SolntioB. 

Un  mille  marin  vaut • 1  '  de  grand  cercle. 

Une  lieue  marine  ou  trois  milles  valent.  .3'       — -       -— 

Donc,  autant  de  fois  3'  est  contenu  dans  60'  ou  d<^y  autant  il  y  a  de 
lieues  marines  au  degré. 

«5  =  20.     ■ 
3 

Il  y  a  par  conséquent  20  lieues  marines  au  degré.  Or,  chaque  lieue 
vaut 

d85d,85X3  =  S555"',55. 

Donc  20  lieues  marines  donnent 

5555",55x20  =  idd  ddl  mètres. 
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w 

PROBLÈME  XUD. 

Le  loch*  ayant  été  lancé  à  la  mer,  9  nœuds  filent  entre 
les  doigts  du  timonier**,  pendant  le  temps  queTampou- 
lette***  met  à  se  vider,  c'est-à-dire  en  30  secondes.  On 
demande  d'évaluer,  en  mètres,  la  vitesse  du  navire. 

Solntion. 

Réduisons  en  fraction  d'heure  le  temps  que  l'ampoulette  met  à  se 
vider. 

obture  4^*<>'* 

li___-  j        30«  =  JL-_.30  =  a«  d'heure. 
60.60'  60.60  ^^ 

D'autre  part,  on  sait  que  les  nœuds  sont  distants  de  -^  de  miUe 
marin. 

Si  donc  9  nœuds  filent  pendant  que  l'ampoulette  se  vide,  c'est  que 

j|^  de  mille  sont  p^trçourus  en  -^  d'heure, 

ou  9  milles,  c'est-à-dire  3  lieues  marines,  en  \  heure. 

Or,  le  mille  marin  vaut  i851%85;  donc  le  navire  parcourt,  par 
heure , 

1851'»,85  X  Ô  =  i6  66e»»,65  c=:  16^,667  environ. 

PROBLÈME  XLIV. 

Les  surfaces  de  deux  terrains  sont  Tune  de  6  arpents 
des  eaux  et  forêts  et  l'autre  de  6  arpents  de  Paris;  on 
demande,  en  hectares,  ares  et  centiares,  la  différence  de 
ces  deux  terrains. 


*  Le  loch  est  un  instrument  qui  sert  à  mesurer  la  vitesse  des  navires. 

**  On  nomme  timonierXe  marin  qui  tient  la  barre  ou  la  roue  du  gouvernail» 

***  Petit  sablier  formé  d*mi  tube  étranglé  au  milieu. 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES.  63 

Solntion. 

Un  arpent  des  eaux  et  forêts  vaut 0''*«*,5107 

Six  arpents  —  valent,,  0>»«*,M07X6=s3^««S0642 

Pareillement,  1  arpent  de  Paris  vaut.  0*''**,3ti9 

6  arpents     —      valent  0*»«*,341 9X6= 2^««,0i5i  4 
Différence l*»«^S0i28 

La  différence  en  surface  des  deux  terrains  est  donc  égale  à 

i he«t^01*'*28««»i™  =  i  0  i 28  mèti-es  carrés. 

PROBLÈME  XliV. 

Convertir  i  00  setiers  en  hectolitres. 

On  sait  que  chaque  setier  vaut  12  boisseaux,  chaque  boisseau 
16  litrons,  et  chaque  litron  0i"«,8i30. 

Un  setier  équivaut  donc  à  12  X  i6  =  492  litrons, 
ou  encore  i92  X  0,8130  =  !  56"t"',096. 

1 00  setiers  valent  par  conséquent 

156'>*^*,09^""'60"°**i. 

PROBLëME  XL VI. 

Le  poids  moyen  de  Thectolitre  de  froment  est  de 
75  kilogrammes,  celui  de  l'hectolitre  d'orge  est  de  64  ki- 
logrammes, et  celui  de  l'hectolitre  d'avoine,  de  47  kilo- 
grammes. On  a  acheté  1 0  hectolitres  de  froment,  5  d'orge 
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et  7  d'avoine;  évaluer  en  livres  le  poids  de  ces  22  hecto- 
litres. 

Solutioii. 

iO  hectolitres  de  froment  pèsent Tb'^'^XiO  =   750"^ 

5       —        d'orge 64   X  S=   320 

7       —        d'avoine 47   X7=    329 


Poids  total =  1399^» 

Or,  lkii  =  2«,0429;  donc  1399^»  équivalent  à 

2«,0429  X 1399  =  2858», 01 71 . 

PROBLÈME  XLVn. 

Quelle  est^en  francs,  décimes  et  centimes,  la  valeur  de 

3179*  ir  8'? 

f 

Solntion. 

l»*vaut  20-, 

3479*  valent  20 X  3179  =  63580- , 

31 79*1 7'  63580  +  17  =  63597'. 

D^autre  part ,  1  ■««  =  1 2*. 

31 79*!  7'  ou  63597-  =  1 2  X  63597  =  7631 64^ , 
et  3179*17-8^  =  763172^. 

Cherchons  maintenant  la  valeur  de  1  franc  en  deniers. 

80^=81*, 
84*       4944 
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En  divisant  763  i 72  par  243,  valeur  du  franc  en  deniers,  on  ob- 
tient pour  quotient  3140,62.  Donc 

31 79*  4  7- 8*  valent  3140',62. 

^  EXEROCES. 

35.  Les  géographes  se  servent  de  lieues  de  25  au  degré; 
quelle  est,  en  mètres,  la  valeur  de  la  lieue  géographique  ? — 
Rép.  4444'°,44. 

36.  On  demande  la  valeur  de  29*^  5^  9^  7'  en  mètres.  *— 
Rép.  58^,405. 

37.  Quelle  est  la  valeur  de  95«  1  »*  6"  4°  27»'  en  kilo- 
grammes? —  Rép.  46"*,948  i  04. 

38.  La  livre-poids  d'une  certaine  marchandise  coûte 
23*17*10*;  on  demande  le  prix  de  57"*,256  de  la  même 
marchandise.  —  Rép.2794*  1 0'  8^ 

39*.  On  demande,  en  livres,  sous  et  deniers,  la  valeur 
de  71 45',25.  —  Rép.  7234*  iV3\ 
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CHAPITRE  V. 

PROBLÈMES  USUELS. 

♦ 

S  1.  NOTIONS  SUR  LES  RAPPORTS.  —  RÈGLES  DE  TROIS. 

IVotlons  préliminaires. 

42.  Rapports.  -—  On  nomme  rapport  d'un  nombre  à  un  autre  le 
quotient  de  la  division  du  premier  par  le  second.  Le  rapport  de 
deux  grandeurs  concrètes  est  celui  des  nombres  qui  mesurent  ces 
grandeurs.  On  appelle  proportion  l'expression  de  Tégalité  de  deux 
rapports. 

Principes.  — 1 .  Lorsque  deux  rapports  sont  égaux,  le  produit  des 
termes  extrêmes  est  égal  à  celui  des  moyens,  et  réciproquement. 

I 

3«  Dans  une  suite  de  rapports  égaux,  la  somme  des  numérateurs 
divisée  par  la  somme  des  dénominateurs  forme  un  nouveau  rapport 
égal  au  premier. 

3.  Lorsque  quatre  grandeurs  sont  telles  que  le  rapport  des  deux 
premières  égale  celui  des  deux  dernières ,  on  dit  que  les  deux  pre- 
mières sont  directement  proportionnelles  aux  deux  autres.  Que  si  les 
quatre  grandeurs  sont  telles,  que  le  rapport  des  deux  premières  égale 
le  rapport  renversé  des  deux  autres ,  on  dit  que  les  deux  premières 
sont  inversement  proportionnelles  aux  deux  autres. 

43.  RÈGLE  DE  TEois.  —  Ou  appelle  règle  de  trois  une  opération  par 
laquelle,  étant  donnés  trois  termes  d'une  proportion,  on  parvient  à  dé- 
terminer la  valeur  du  quatrième. 

Les  quatre  quantités  sont  deux  à  deux  de  même  espèce.  Selon  que 
le  rapport  des  deux  premières  est  égal  au  rapport  direct  ou  inverse 
des  deux  dernières,  la  règle  de  trois  est  directe  ou  inverse.  La  règle  de 
trois  est  simple  ou  composée^  selon  que  Ton  considère  deux  ou  plu- 
sieurs rapports* 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES.  67 

PROBLÈME  XLVIU. 

D'après  M.  Despretz^  le  rapport  delà  terre  à  la  mer  est, 
dans  rhémisphère  septentrional,  ^^q^q  et,  dans  Phëmi- 
sphère  austral,  i^^.  Quel  est  le  rapport  des  surfaces  des 
mers  dans  les  deux  hémisphères? 

Solution. 

Appelons  S  la  moitié  de  la  surface  de  la  terre.  La  surface  des  e^ux, 
dans  rhémisphère  septentrional,  est 

1000 
1419-     ' 

celle  des  eaux,  dans  l'hémisphère  austral,  est 

iOOO 


1129 


.S. 


Le  rapport  des  surfaces  des  mers,  dans  les  deux  hémisphères,  est 
donc 

1000 

1419'^^1129_ 
1000      -1419"-"'^^^' 
1129'^ 

PROBLÈME  XLIX. 

Les  profondeurs  de  trois  puits  artésiens  sont  respecti* 
vement  A  =  220  mètres,  B  =  395  mètres,  C  =  543  mè- 

4 

très;  les  températures  des  eaux  étant  pour  A,  1 9°,75  ;  pour 
B,  25^33•,  et  pour  C,  30',50.  On  demande  : 

l""  Si,  pour  ces  trois  puits,  il  est  exact  de  dire  que 
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raccroissemeut  de  température  est  proportionnel  à  Tac- 
croissement  de  profondeur; 

2*  Quelle  serait  la  température  de  l'eau  fournie  par  C, 
si  la  loi  précédente  était  exacte? 

Solution. 

i°  L'accroissement  de  température  est-il  proportionnBl  à  Taccrois- 
sèment  de  profondeur?  * 

Non.  £n  effet,  la  différence  de  profondeur  entre  B  et  A  égale 

395"— 220"  =  175"». 
Entre  G  et  B,  elle  est  de 

* 

D'autre  part ,  la  différence  de  température ,  entre  les  eaux  de  B  et 
celles  de  A,  est 

25^33  — 19^75  =  5^58. 

£t  pareillement ,  la  différence  de  température  entre  les  eaux  de  G 
et  celles  de  B  égale 

30^50  — 25^33  =  5^i7. 

475      558 
Cela  posé,  est-il  exact  d'écrire  7Tô  =  k77? 

Non;  car  le  produit  des  extrêmes  175  X  517  n'est  pas  un  multiple 
de  2  ;  tandis  que  le  produit  des  moyens  1 48  X  558  est  un  multiple  de  â. 
Donc  les  quatre  termes  175, 148,  558  et  517  ne  sont  pas  en pro^ 
portion, 

2»  Quelle  serait  la  température  de  Teau  fournie  par  G ,  si  la  loi 
suivante  était  exacte  :  Les  accroissements  de  température  sont  propor<» 
tionnels  aux  accroissements  de  profondeur? 
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Cette  loi  permettrait  de  poser 

i75_5,S8 

Ainsi  raccroissement  que  devrait  subir  la  température  de  Teau 
du  puits  B  serait  de  4^,7 i.  Or  cette  eau  est  déjà  à  25^,33;  on  aurait 
donc  pour  température  finale  de  Peau  fournie  par  G  : 

0  =  4^71  +25«,33  =  30%04. 

PROBLÈME  L. 

Le  grand  axe  de  Forbite  d'une  planète  est  égal,  en  pre-> 
nant  pour  unité  celui  de  Forbite  terrestre,  à  1 ,52369. 

Trouver,  en  jours,  la  durée  de  la  révolution  dé  celte 
planète,  sachant  que  la  terre  efTectue  sa  révolution  sidé- 
rale en  365^25628. 

On  devra  énoncer  la  loi  de  Kepler  qui  permet  de  con- 
sidérer cette  question  comme  une  règle  de  trois. 

Solution. , 

Loi  de  KipLSB.— Z^j  carrés  des  temps  périodiques  des  révolutions  des 
planètes  sont  proportionnels  aux  cubes  des  grands  axes  de  leurs  orbites. 

Nous  avons,  d'après  Ténoncé  : 

Durée  de  la  révolution  sidérale  de  notre  planète  =  365i,2562S^ 
-—  de  la  planète  en  question  =  x. 

Grand  axe  de  Porbite  terrestre  =  \ , 

—  de  la  planète      =  1  ,S2369. 
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La  loi  de  Kepler  permet  donc  de  poser 

{363,25628)«  i 


^  (1,52369)»' 

d'où  a/^  =  (365,25628)» .  (i ,  52369)», 

et,  en  effectuant  les  calculs, 

jr  =  686i,979. 
Bemarqwe.  ^^  Mars  est  la  planète  en  question. 

PROBLÈME  LI. 

Résoudre  le  problème  suivant  :  a  ouvriers,  travaillant 
b  heures  par  jour,  ont  mis  n  jours  pour  faire  un  fossé  de 
c  mètres  de  longueur  et  de  d  mètres  de  largeur.  Combien 
lï' ouvriers,  travaillant  ^  heures  par  jour,  mettraient-ils 
de  jouriS  pour  faire  un  fossé  de  d  mètres  de  longueur  et 
de  (f  mètres  de  largeur  ? 

Formuler  une  règle  générale  qui  fournisse  la  solution 
de  toutes  les  questions  du  même  genre. 

Solution. 

Soit  X  le  nombre  cherché. 

Ouvriers.     Heures.       Jours.        Loog.       Larg. 

Valeurs  primitives. , ,  a  b  n  c  d 

Valeurs  noutellea.. .  a'  b'  x  c'  d! 

inv.  ioY.  dir.  dir. 

Si  a  ouvriers  mettent  n  jours  pour  creuser  le  fossé,  i  seul  ouvrier, 
dans  les  mêmes  conditions,  mettrait  a  fois  plus,  et  a!  ouvriers,  a*  fois 


moms,  ou 


(«.-7J  jours. 


Tel  est  le  temps  qu*employeraient  a'  ouvriers,  s'ils  travaillaient 
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b  heures  par  jour.  Au  lieu  de  travailler  h  heures  par  jour,  s'ils  ne 

travaillaient  qu'une  heure ,  ils  mettraient  b  fois  plus  ou  {/2 .  —  .  ^  )î 

et  en  travaillant  V  heures ,  V  fois  moins  ou 


(n.J.p^joui's. 

Si  le  fossé,  au  lieu  d'avoir  e  mètrds  de  longueur,  n'àtbit  qu'uM 
mètre,  les  ouvriers  le  creuseraient  en  c  fois  moins  de  temps ,  ou 

/      a     b     i\  . 

r  •  7'  •  ï"  ëj  ^°""- 

Mais  il  a  c'  mètres  de  longueur  ;  les  ouvriers  le  creuseront  donc 
dans  un  temps  c'  fois  plus  long,  c'est-à-dire  en 


/      «     ô    A  . 


C'est  là  le  nombre  de  jours  qu'emploient  c^  ouvriers,  travaillant 
y  heures  par  jour,  pour  faire  un  fossé  de  c*  mètres  de  longueur  et  de 
d  mètres  de  largeur.  Si  le  fossé  n'avait  qu'un  mètre  de  longueur ,  le 
temps  employé  serait  d  fois  moindre,  ou 


/      a     b    à'    \\  , 


Mais  sa  largeur  est  de  d'  mètres  ;  il  faudra  donc 

De  là  la  règle  générale  suivâtite  : 

Multipliez  la  grandeur  donnée^  de  même  nature  que  V inconnue^  par 
une  fraction  ayant^  pour  numérateur ^  le  produit  des  valeurs  primitives 
auxquelles  Vinconnue  est  inversement  proportionnelle^  multiplié  par  le 
produit  des  valeurs  nouvelles  auxquelles  Vinconnue  est  directement  pro' 
portionnelle^  et^  pour  dénominateur^  le  produit  de  toutes  les  autres 
quantités^ 
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PROBLÈME  LU. 

600  terrassiers  travaillant  1 0  heures  par  jour  ont  mis 
50  jours  à  creuser  un  canal  de  1 500  mètres  de  long,  sur 
8  de  large  et  4  de  profondeur.  En  combien  de  jours 
720  ouvriers,  travaillant  8  heures  par  jour,  creuseront— 
ils  un  autre  canal  de  2000  mètres  de  long,  sur  7  de  large 
et  3  de  profondeur,  dans  un  terrain  2  fois  plus  difficile 
que  le  premier? 

Solution. 

Soit  X  le  nombre  cherché. 

Ouvriers.  Heures.  Jours.      Long.     Larg.   Prof.      Diff. 

Valeurs  primitives..     600    '  10      50      1500      8        4        i 

Valeurs  nouvelles,.     720        8        x      2000      7        3        2 

inr.        ioT.  dir.        dir.       dir.       dir. 

En  appliquant  la  formule 


on  obtient 


a     h     J     él 


_        600    10    2000    7    3 
"^—^"•720-  8  •1500-8 -4* 


EXERCICES. 

40.  La  profondeur  du  puits  de  Grenelle  est  de  505  mè- 
tres et  la  température  du  fond  du  puits  égale  28'. 

Dans  lesca^es  deTObservatoire,  qui  sont  à  28  mètres 
au-dessous  du  sol,  le  thermomètre  marque  \T.  Calculer 
de  quelle  profondeur  vient  Teau  d'une  source  dont  la 
température  est  de  88"  (Chaudes-Aiguës).  On  admettra 
que  les  accroissements  de  profondeur  sont  proportionnels 
aux  accroissements  de  température.  —  Rép.  2293°',75. 
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41 .  Un  fabricant  a  payé  2537',25  à  32  ouvriers  pour 
19  journées  de  travail^  la  journée  étant  de  10  heures; 
combien  devra-t-il  payer  à  35  ouvriers  qu'il  a  fait  travail- 
ler, atix  mêmes  conditions,  pendant  25  jours  et  8  heures 
pap  jour?  —  Rép.  2921 ',17. 

42.  Un  entrepreneur  emploie,  dans  ses  ateliers, 
50  ouvriers  qui  travaillent  1 0  heures  par  jour.  En  1 5  jours, 
ces  50  ouvriers  ont  fabriqué  800  quintaux  de  poutres  en 
fer;  combien  la  fabrication  de  1255  quintaux  exigera- 
t-elle  de  temps.,  si  l*on  porte  le  nombre  des  ouvriers  à 
65  et  la  journée  de  travail  à  1 2  heures  ? —  Rép,  1 5  jours. 

S  2.  RÈGLES  D'INTÉRÊT  ET  D'ESCOMPTE.  -^  RENTES  SUR  L'ÉTAT. 

ASSURANCES. 

Notions  préliminaires. 

44.  RiGLE  D'iNTiRÊT  siUFLE.  —  On  appelle  intérêt  simple  d'une 
somme  ou  d'un  capital  le  bénéfice  légal  qu'un  prêteur  exige  de  Tem- 
prunteur  en  sus  de  la  somme  prêtée.  Ce  bénéfice  dépend  du  capital 
prêté,  de  la  durée  du  prêt  et  d'un  troisième  élément  appelé  taux^  le- 
quel est  l'intérêt  de  iOO  francs  pendant  un  an. 

45.  B.ÀGLE  d'escompte.  —  Vescomptâ  est  une  retenue  faite  sur  un 
billet  payé  avant  son  échéance. 

On  distingue  deux  espèces  d'escomptes  :  l'escompte  en  dehors  et 
l'escompte  en  dedans.  U escompte  en  dehors  est  l'intérêt  que  produirait 
la  somme  marquée  sur  le  billet,  depuis  le  jour  de  l'escompte  jus- 
qu'à l'échéance.  U escompte  en  dedans  est  l'intérêt,  non  pas  de  la 
somme  que  porte  le  billet,  puisque  le  prêteur  ne  verse  pas  cette  somme 
entre  les  mains  de  l'emprunteur,  mais  de  la  somme  que  celui-ci  doit 
recevoir  en  échange  du  billet. 

46.  Rentes  sur  l'État.  —  Les  rentes  sur  PÉtat  sont  les  intérêts 
des  divers  emprunts  faits  par  le  Gouvernement. 

En  France,  les  rentes  sur  l'État  sont  de  trois  sortes  :  le  4 1/2,  le  4 
et  le  3  pour  100. 
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On  dit  que  la  rente  4  pour  1 00  est  au  pair  quand  elle  vaut  i  00  francs . 
Selon  qu'elle  est  supérieure  ou  inférieure  à  ce  chiffre,  elle  est  au^des» 
sus  ou  au-dessous  du  pair» 

PROBLÈME  LItl. 

Un  capital  s  est  placé  pendant  un  temps  t^  à  raison  de 
t  pour  100  par  an;  on  demande  ce  qu'il  rapporté. 

Solution. 

SupposoDS  d'abord  t[ue  le  temps  t  soit  exprimé  en  années . 
iOÔ  franco  en  i  an  ^apportent i 

^ en  tannées  dotmeât,.  .«•«  k«i«  4. «  »4«  ttCa^^^*       (^) 

Si  le  temps  est  exprimé  en  mois^  otl  a 

100  francs  en  12  mois  rapportent i 

m 

*'  enlmois ~ 

I 

s^  enrmois ÎIÔÔ"*^        ^^ 

Enfin^  si  le  temps  est  exprimé  en  jours,  on  dit  t 
iOO  francs  en  360  jours  rapportent / 

*'  enljour ^ 

^  encours 36ÔÔÔ=*        <^> 


> 


J 
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Memarqne.  —  Ces  formules  permettent  de  résoudre  toutes  les 
questions  du  même  genre, 

PROBLÈME  UV, 

A  quel  taux  a  été  placée  une  somme  de  3750  franci 
qui,  au  bout  de  2  ans  6  mois,  a  rapporté  719',25? 

Solution. 

i^  Faisons  application  de  la  formule  (1)  à  cette  question. 

Si  nous  remplaçons  les  lettres  par  leurs  valeurs,  il  viendra  : 

j.3750.2,K 


719,25  = 


100 


2*  Servons-nous  maintenant  de  la  formule 
nous  aurons,  en  substituant  aux  lettres  leurs  valeurs, 

^"^  '  =  •    378.3    =  '  •*'• 


ist 
Z"*  Enfin  la  formule       (3)    x  = 


donne  719,25  = 


§6000 

£.375».  90» 

36»»» 


:.,  V  .      719,25.36      ^,  ^, 
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PROBLÈME  LV. 

Quelle  somme  faut-il  placera  5  pour  100  par  an  pour 
avoir  5685'%25^  capital  et  intérêts  réunis,  au  bout  de 
3  ans  8  mois  ? 

Solution. 

Désignons  par  x  le  capital  cherché  et  par  y  ses  intérêts  »  nous  au- 
rons d'abord 

De  plus ,  il  est  évident  que  le  rapport  de  ^r  à  ^  égale  celui  de         • 
iOO  francs,  à  l'intérêt  de  1O0  francs  pendant  3  ans  8  mois.  Cher- 
chons donc  l'intérêt  de  100  francs  pendant  ce  temps,  et  pour  cela, 
faisons  application  de  la  formule 

,    En  substituant  aux  lettres  leurs  valeurs,  il  vient 

5  . 1:00^ .  3,67 

^°'= ÏST— 

On  aura  donc  l'égalité  de  rapports  : 

,^^     X         100  20 

(2)     t  = 


r      5.3,67      3,67 

^    1.  .  ^+X      20  +  3,67 

De  là  on  tire  —1-^=:  — T.  '      ; 

X  20 

ou,  en  remplaçant  x  -|- j  par  sa  valeur, 

5685,25      23,67. 


X 


20    ' 


;i,  ^  5685,25.20      ,  ^^^^ -, 

d'où  x=z  — ^^ —  =  4803',74. 
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PROBLÈME  LVI. 

On  a  entre  les  mains  un  billet  de  1570  francs  payable 
dans  90  jours;  quelle  somme  recevra-t-on  en  échange,  à 
raison  d'un  escompte  eu  dehors  de  6  pour  cent  par  an  ? 

Solution. 

Puisque  Tescompte  en  dehors  est  Fîntérét  de  la  somme  portée  sur 
le  billet)  la  retenue  s'obtiendra  au  moyen  de  la  formule 

(3)      X: 


36000' 
En  remplaçant  les  lettres  par  leurs  valeurs,  il  vient 

360M  ' 

Si  donc  de  1570  fr  on  6te  â3',55,  on  aura  la  somme  que  l'on  re- 
cevra en  échange  du  billet  : 

1570  — 23,75  =i546',25. 

PROBLÈME  liVII. 

Quelle  retenue  doit-on  faire  sur  un  billet  payable  au 
bout  du  temps  t^  à  raison  d'un  escompte  en  dehors  de  i 
pour  1 00  par  an  ? 

Quelle  est  la  valeur  actuelle  de  ce  billet? . 

On  appliquera  les  formules  trouvées,  au  cas  où  le  billet 
serait,  comme  dans  l'exemple  précédent,  de  1 570  francs, 
payables  dans  90  jours,  à  raison  d'un  escompte  de  6 
pour  cent. 
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Solatlon. 


i"  Si  100  fr.,  dans  Tanité  de  temps^  rapporlenl;  •  •  •  t  «        î 

iOO  flr,  y  dans  le  temps  r,  rapporteront ie 

Par  conséquent,  si  pour  (1 00 -|-  lO  ^i**  on  retient..  •  •  •  •       it 

pour  i  fr.  on  retiendra .^^  ,   . 

1004-'^ 

et  pour  sir i  ■  ^  . — : . 

^  100  4- iv 

La  retenue  qu'on  doit  faire  est  donc  donnée  par  la  formule 

« 

ist 
2*»  Sur  un  billet  de  s  fr.  on  retient  ,^^  j   .  ;  la  pâleur  actuelle  de 

100+;^ 


ce  billet  est  donc 


.        ist 100^ 


d'où  la  formule  (2)    p  =  ■;^^  .   . . 

^  ^  100-|-ii 

Si  l'on  remplace  les  lettres  par  leurs  valeurs  dans  les  expressions  (1  ) 
et  (2),  il  vient  : 

6.1870.0,28  _ 

'^-ioo+e.0,25-    *^'*" 

"  =  100  +  6.0,25  =  "^^'^^ 
Valeur  nominale.  • .  «  •  css  1570^,00. 


PROBLEME  LVin. 

La  rente  4 1^  est  cotée  96',25,  et  le  3  pour  cent  74^75  \ 
quel  est  le  placement  le  plus  avantageux? 
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Solution. 

96^25  rapportent.  .  .  •      4^50 

4,90 


1  fr.  rapporte 


96,25 


■V 


^  450 

et  100        rapportent.  .  .  .     q^-^t  =  4',67 

vO  yZO 

Pareillement,  on  trouve  qu'en  achetant  du  3  pour  c€;nt  à  74',  75, 
on  place  ses  fonds  à 

3 .  100 
74,75  ' 

Il  est  donc  préférable  d'acheter  du  4  ^. 

probXèhe;  ux. 

Quelle  somme  doit-on  débourser  pour  acheter  1 500 
francs  de  rente  4  ^  pour  cent,  à  97^50? 


Solatlon. 

Pour  4',50  de  rente  on  débourse. . .     97',50 

pour  1  frano, . . ,  ♦ ,      T  ^à 

975    1 500 
et  pour  1500  francs j^ =  32  500  fr. 

PROBLÈME  1.x. 

On  a  acheté  pour  20  000  francs  de  rente  3  pour  cent 
au  cours  de  83',70  ;  combien  a-t-on  de  rente  ? 
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Solution. 

83^970  donnent 3  francs  de  rente. 

i  fr.  donne 

•  83,70 

et  20  000       donnent qq  >7a-  =  716^84. 

^  oO}7U 

PROBLÈME  LXI. 

Une  maison  estimée  1 20  000  francs  est  assurée  moyen- 
nant une  prime  de  0',30  pour  1000  francs  par  an;  quel 
est  le  montant  de  la  prime  à  payer  chaque  année  à  la 
compagnie  d'assurance  ? 

Solution* 

Si,  pour  1000  francs,  on  paye.  • . .     0^,30 
on  donnera  pour  iSO  000  francs. ...     0 ,30  X  i 20  =  36  francs. 

EXERCICES. 

43.  A  quel  taux  faut-il  placer  57  875  francs  pour  avoir 
14825  francs  d'intérêt  au  bout  de  4  ans  et  10  mois?  — 
Rép.  5'%30. 

44.  On  a  entre  les  mains  un  billet  de  974  francs  paya- 
ble dans  56  jours;  I'*  quelle  somme  recevra-t-on  en 
échange  y  à  raison  d'un  escompte  en  dehors  de  6  pour 
cent  par  an  ?  2*  Quelle  somme  recevrait-on  si  l'escompte 
était  calculé  en  dedans?—  Rép.  r  964^91  ;  2"  965',03. 


^ 
\ 
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45.  Le  A{  est  coté  94,75  ;  le  3  pour  cent  est  coté  75,25  ; 
doit-on  acheter  du  4 1^  ou  du  3  pour  cent?  —  Rép.  Du  4  ^. 

• 

46.  Une  propriété  de  400  000  francs  est  assurée  moyen- 
nant une  prime  deO',25  pour  1000  francs  par  an;  quelle 
prime  est  due  chaque  année  à  la  compagnie?  —  Rép. 
1 00  francs. 

§  3.  PARTAGES  PROPORTIONNELS.  —  RÈGLES  DE  SOCIÉTÉ. 

Flotlons  préliminaires. 

47.  Partages  propoi^tionnels.  —  Partager  un  nombre  en  parties 

proportionnelles  à  d'autres  nombres  donnés,  c'est  trouver  des  parties 
telles  que  leurs  rapports  aux  nombres  correspondants  soient  égaux. 
Ainsi,  partager  un  nombre  N  en  parties  or,  y^  z  proportionnelles  à 
2y  Zf  5y  c'est  trouver  des  valeurs  telles  que  Ton  ait  : 

2  ■"  3  ~"  5* 

48.  RioLES  DE  SOCIÉTÉ.  —  Les  règles  de  société  ne  sont  autre 

chose  que  des  partages  proportionnels.  En  efTet,  lorsque  plusieurs 
personnes  s'associent,  à  moins  de  conventions  s|)éciales,  elles  se  par- 
tagent les  bénéfices  proportionnellement  à  leurs  mises.  Souvent  les 
mises  ne  restent  pas  pendant  le  même  temps  ;  alors  on  répartit  les  bé- 
néfices proportionnellement  aux  produits  des  mises  par  les  temps  cor- 
respondants. 

PROBLÈME  LXn. 

Partager  un  nombre  n  en  4  parties  proportionnelles 
à  Uy  by  Cj  d. 

SoIntloB. 

Désignons  par  or,  ^y  2,  m  les  parties  inconnues;  nous  devrons  avoir  : 

X      jr z       u 

a      b      e      it 
PR.  DE  MATH.  6 
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Delà  on  tire 

«•^  6  -f-  ^  +  ^"^  ^ 

Mais 

«+r4-«  +  «  =  «5 

donc 

n                   X 

d'où  ar=       ,    ,    . p— . 

Pareillement  on  trouve 

nh 

TIC 


et  u 


a  A^  h  -\-  c  J^  d 

nd 
a  -{••  b  -{••  c  '\'  if 


Donc,  règle  générale,  pour  partager  un  nombre  en  parties  pn^or-^ 
t  tonnelles  à  des  nombres  donnés  y  faites  la  somme  de  ces  nombres  et  dhi" 
sez  par  cette  somme  le  produit  qui? on  obtient ^  en  multipliant  le  nombre 
donné  par  la  quantité  qui  correspond  à  chaque  partie^ 

PROBLÈME  LXllI. 

Partager  88'  21'  13''  en  parties  proportionnelles  à 

3,2    5,3    et    8,5. 

Solatlon. 

En  appelant  x,  j  et  z  ces  trois  parties  et  en  appliquant  la  règle  pré- 
céd.ente,  on  trouve  : 

«=^««-^7/>-«'^  =  44olO-30 


'  » 


Somme  =  880  21 '4  3'' 
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PROBLÈME  LXIV. 

Partager  8 17°,  25  en  trois  parties  proportionnelles  aux 
trois  arcs  suivants  : 

13^25',  15°20Vet19Mr. 

Solntlun* 

Évaluons  ces  trois  arcs  en  minutes  : 

1*>25'=  805', 

1S«>20'=   920', 

19Ml'  =  ilM', 

Somme =2876'. 

£n  appliquant  la  formule  générale,  on  trouve  : 

817,25.   805       ^^^    „^ 

X  = 1 =  228"*,75 

2876  ' 

817,25.   920       ^^,     ,^ 
^=        2976        =^^^^^^ 

817,25.1151       „^„    ^, 
'=        2876         =^^^^Q7 

Vérification 81 7«,25. 

PROBLÈME  LXV. 

Trois  négociants  se  sont  réunis  pour  former  une  entre- 
prise ;  leur  association  a  duré  3  ans.  Le  premier  a  mis 
d'abord  10  000  francs  dans  raffaire,  puis,  au  bout  de 
18  mois,  il  a  ajouté  une  somme  de  4000  francs.  Le 
deuxième,  qui  avait  d'abord  mis  1 5  000  francs,  a  retiré 
6000  francs  au  bout  de  5  mois.  Enfin,  le  troisième  a  mis 
1 3  000  francs,  qu'il  a  laissés  pendant  toute  la  durée  de 
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rassociation.  Le  bénéfice  total  a  été  de  40  000  francs; 
quelle  part  revient  à  chaque  associé  ? 


I 

I  Solution. 


Le  premier  négociant  a  mis  d'abord  i  0  000  francs,  qui  sont  restés 
3  ans  ou  36  mois  dans  la  société,  et,  plus  tard,  4000  francs,  qui  n*y 
sont  restés  que  36  —  18  ou  18  mois.  Ces  deux  mises  lui  donnent 
droit  à  un  bénéfice  égal  à  celui  qui  correspond  à  36  fois  10  000  fr« 
ou  360  000  fr.  et  à  18  fois  4000  fr.  ou  72  000  fr.  pendant  un  mois. 
Le  bénéfice  du  premier  négociant  sera  donc  le  même  que  s'il  avait 
mis  360  000  -f  72  000  fr.  ou  432  000  fr.  pendant  un  mois. 

Pareillement,  le  deuxième  négociant  a  mis  15  000  fr.  pendant  5 
mois;  et  pendant  les  31  autres  mois  sa  mise  n*a  plus  été  que  de 
15  000  —  6000  ou  9000  fr.  Ces  deux  sommes  doivent  rapporter  au- 
tant que  i 5  000'. 5  +  9000' .  31  ou  354  000  fr.  pendant  un  mois. 

Enfin,  la  mise  du  troisième  étant  restée  36  mois  dans  l'association 
doit  lui  rapporter  autant  que  13  000^.36  ou  468  000  fr.  pendant  un 
mois. 

Le  problème  est  donc  ramené  à  celui-ci  :  Partager  40  000  fr.  en 
trois  parties  proportionnelles  aux  nombres  432,  354  et  468,  dont  la 
somme  égale  1254. 

Si  donc  nous  désignons  ces  trois  parties  para?,/  et  z^ nous  aurons: 

•40  000.468       ,,^^a^^ 

zz=, ==  14928,22 

1254  ^^^^^^^^ 

kms\y  le  bénéfice  du  l'*" 'associé  est        137 79'% 91 

—  du2«        —  11291  ,87 

—  du3«        —  14928  ,22 
Total =  400O0'',0O. 
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EXERCICES. 

47.  Partager  1 5  874  proportionnellement  à  |,  |  et  f  .^ 
—  Rép.  07=4703,4;  ^  =  5291,3;  z  =  5879,3. 

48.  Deux  négociants  se  sont  associés  et  ont  apporté  : 
le  premier  59  800  francs  et  le  second  57  200  francs.  Le 
premier  a  laissé  ses  fonds  pendant  9  ans,  et  le  second  pen- 
dant 2  ans.  Us  ont  réalisé  un  bénéfice  de  25  000  francs  ; 
comment  ce  bénéfice  doit-il  être  réparti?  —  Rép.  a:  = 
20  617'%53;  7=  4382^,47. 

49.  Trois  personnes  se  sont  associées  et  ont  apporté  : 
la  première  24  000  francs,  ia  deuxième^  35  000  et  la 
troisième  29  000.  Afin  d'étendre  les  opérations  de  leur 
maison,  le  premier  associé,  au  bout  de  3  mois,  verse  de 
nouveau  1 0  000  francs,  le  deuxième  apporte  1 2  000 
5  mois  plus  tard,  et  le  troisième,  8000  au  bout  d'un  an. 
L'association  a  duré  2  ans  ^;  le  bénéfice  a  été  de 
70000  francs.  Comment  doit-on  le  répartir?  —  Rép. 
0-= 20886^07;  7=  27721  '%52  ;  5?= 21 392",41 . 

S  4.  RÈGLES  DE  MÉLANGE  ET  D'ALLIAGE. 

Notions  préliminaires. 

49.  RiGLE  DE  u^LANGE.  —  Dans  la  règle  de  mélange  on  se  pro- 
pose, ou  bien  de  ti'ouverla  valeur  moyenne* de  plusieurs  matières  mê- 
lées ensemble,  connaissant  la  quantité  et  le  prix  de  chacune  ;  ou  bien, 
de  déterminer  la  proportion  suivant  laquelle  on  doit  mêler  des  sub- 
stances différentes  dont  les  prix  sont  connus,  pour  avoir  un  prix  moyen 
donné. 

80.  RioLE  d'alliage.  —  Un  alliage  est  la  combinaison  de  deux  ou 
de  plusieurs  métaux. 
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Le  titre  d'un  alliage  d'or  ou  d'argent  est  le  rapport  du  poids  de 
l'or  ou  de  l'argent  au  poids  total  de  l'alliage. 

Dans  la  règle  d'alliage^  on  se  propose,  ou  bien  de  trouver  le  titre 
d'un  lingot  formé  en  alliant  plusieurs  autres  lingots  dont  on  connaît 
Tes  titres  et  les  poids;  ou  bien,  de  déterminer  la  proportion  suivant 
laquelle  on  doit  allier  des  lingots  dont  les  titres  sont  connus,  pour 
avoir  un  lingot  dont  le  titre  moyen  est  donné. 

Le  titre  des  monnaies  françaises  est  0,900. 

Dans  l'orfèvrerie  et  la  bijouterie,  il  y  a  deux  titres  reconnus  pour 
l'argent,  savoir  : 

0,950    et    0,800 

et  trois  titres  pour  Tor  : 

0,920;  0,840     et     0,750. 

La  loi  accorde  0,005  de  tolérance, 

PROBLÈME  LXVI. 

Un  meunîer  mélange  540  hectolitres  de  farine  à 
1 2  francs  l'hectolitre,  235  à  1 4  francs  et  420  à  1 5  francs; 
à  combien  lui  revient  Thectolitre  du  mélange  ? 

Solation. 

540  hectolitres  à  \¥  valent  42'. 540=   6480' 
235         —        ài4     —     14.235=.    3290 
420        —       à  15      —     15.420=    6300 


1195  hect.  ont  coûtée 16070' 

1  hectolitre  revient  donc  à    .   ^^^  =  13'.44. 

1195 


PROBLEME  LXVII. 

1  **  Dans  quelle  proportion  doit-on  mélanger  du  via  à 
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0',85  et  du  vin  à  0',60,  pour  qu'un  litre  du  mélange 
revienne  à  0',75? 

2*  Combien  faut-il  prendre  de  litres  de  chaque  espèce 
pour  faire  75  litres  à  0^,75? 

Solatlon. 

1®  Appelons  x  le  nombre  des  litres  de  la  !'•  qualité  et  y  le  nom- 
bre des  litres  de  la  2". 

Perte,  —  Sur  1  litre  de  vin  à  0',85  que  l'on  vend  0^,75  on  perd 
10  centimes  ;  et  sur  x  litres,  lOo:  centimes. 

Gain,  —  Sur  4  litre  de  vin  à  0^,60  que  Ton  vend  0',7,5  on  gagne 
15  centimes  ;  et  sur  y  litres,  15/  centimes. 

Le  gain  devant  égaler  la  perte,  on  a 


Ji. 


10^  = 

;15/J 

X 

15 
'10- 

ce  qui  peut  s  ecnre  : 


Pour  obtenir  un  mélange  qui  revienne  à  0',75,  on  dent  donc  mettre 
15  litres  de  la  1"  qualité,  pour  10  litres  de  la  2'. 

20  L'égalité  10^=15/ 


donn^ 


On  en  déduit 


X  / 

15""  ÏO* 

f+T  — ^—  ^ 
25    ""15      tu* 


Mais  a?+/=75 

donc  25    ^"^    ^  =  Ï5(        d'où 

y       \  Utj=^0 

""ÎÔ  )  Total 75 
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PROBLÈME  LXVin. 

On  fait  fondre  ensemble  trois  lingots  d'or,  le  premier 
au  titre  de  0,900;  le  deuxième,  au  titre  de  0,920  et  le 
troisième  au  titre  de  0,840^  Le  premier  lingot  pèse 
7'",250;  le  deuxième  8'^025  et  le  troisième  9"',785. 
Quel  sera  le  titre  de  Talliage  qui  en  résultera? 

Solatlon. 

Le  produit  du  poids  par  le  titre  donne  la  quantité  d'or  pur  contenu 
dans  chaque  lingot.  D'après  cela, 

•/S250aurit.  de0,900contiennent7,250.0,900=   6^^525  d'or  pur, 
8,025      —      0,920        —        8,025.0,920=   7    ,383     — 
9,785      —       0,840        —        9,785.0,840=    8    ,219     — 


25^060  d'alliage  contiennent 22^^,127  d'or  pur. 

22^>i  ^27 

\^^  contient  donc  ^^  '    ^  =  0^^,883  d'or  pur. 

25,0t)0  '  ^ 

Par  conséquent  le  titre  de  Talliag^  est  0,883. 

PROBLÈME  LXIX. 

On  a  deux  lingots  d'argent ,  Tun  au  titre  de  0^950, 
Tautre  au  titre  de  0,820;  combien  doit-on  prendre  de 
chacun^  pour  former  un  lingot  avec  lequel  on  puisse  fa- 
briquer 200  000  francs  ? 

Solatlon. 

On  sait  que  200  fr.  en  argent  pèsent  1  kilogramme  ;  200  000  fr. 
pèsent  1 000  fois  plus  ou  \  000  kilogrammes.  De  plus  l'argent  monnayé 
est  au  titre  de  0,900.  La  question  proposée  revient  donc  à  celle-ci  : 
Combien  faut-il  prendre  de  chaque  lingot  pour  faire  1000  kilogr.  au 
titre  de  0,900? 


X 

80"" 

.y 

'50 

^30    "" 

X 

80- 

.X 
'50 
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Chaque  kilogramme  du  f^  lingot,  au  titre  de  0,950 ,  contient 
950  gr.  d'argent;  pour  passer  au  titre  de  0,900,  il  devra  perdre 
50  gr.  d'argent. 

D'autre  part,  chaque  kilogr.  du  2*  lingot,  au  titre  de  0,820,  devra 
gagner  80  gr.  d'argent. 

Cela  posé,  désignons  par  a;  et  ^  les  nombres  de  kilogr.  du  1*' 
et  du  2**  lingot  qu'il  faut  prendre  pour  résoudre  le  problème.  Le  gain 
devant  égaler  la  perte,  on  aura 

50x  =  80j 
d'où 

et 

Mais  X  '\-y  =  \  000  kilogrammes  ;  donc 

J000_  X  __f 
430  ""SO^SO* 

De  là  on  tire       x=X^^=z  615«i,385 

^^lOOOXgg^  3S4  ,615 
Total =  1000«»,000. 

EXERCICES. 

50.  Un  marchand  de  vin  a  mêlé  des  vins  de  différentes 
qualités,  savoir  :  500  litres  à  0',80;  350  à  0',95;  1^5  à 
1',20.  On  demande  le  prix  du  litre  du  mélange.  —  Rép. 
0S92. 

51.  Dans  quelle  proportion  faut-il  mêler  du  vin  à 
1  ',40  et  du  vin  à  2',75  pour  avoir  une  qualité  intermé- 
diaire qu*on  puisse  vendre  2^1 0  ?  Combien  faut-il  prendre 
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de  litres  de  chaque  espèce  pour  faire  320  litres  à  2^,1 0  ? 
—  Rép.  r  ^;  2*  ar=  154,07;/-=  165,93- 

52.  Deux  lingots  d'or  sont  apportés  à  la  Monnaie^  Fun 
au  titre  de  0,950,  l'autre  au  titre  de  0,790  ;  combien 
faut-il  prendre  de  chaque  lingot  pour  faire  75  kilo- 
grammes d'argent  au  titre  de  0,900?  —  Rép.  51,563 
et  23,437. 

§  5.  RÈGLE  CONJOINTE. 

Notions  prëliMJnalres. 

Si.  RÈGLE  GONJOiNTB.  —  On  appelle  ainsi  une  opération  qui  a  pour 
but  de  déterminer  le  rapport  de  deux  nombres  dont  les  rapports  avec 
d'autres  nombres  sont  connus. 

PROBLÈME  LXX. 

Quelle  somme  un  négociant  français  doit -il  verser 
entre  les  mains  d'un  banquier,  pour  faire  passer  à 
Londres  une  somme  de  2400  livres  ?  Le  banqtiier  prend 
1  pour  cent  de  commission.  On  sait  que  26  livres  an- 
glaises valent  1 50  roubles  de  Russie^  75  roubles,  30  du- 
cats de  Hambourg;  20  ducats  de  Hambourg,  A2  piastres 
d'Espagne;  et  J2  piastres,  65  francs. 

îMtmUmmw 

Désignons  par  a^  b,  c,  d,  e,  les  pâleurs  intrinsèques  des  monnaies, 
et  par  a:  la  valeur  de  2400  livres  en  francs.  D'après  l'énoncé^  on 
aura  : 

20c  =  42€/ 
ar.e^zftiàùOa* 
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En  multipliant  ces  égalités  membre  à  membre  et  en  supprimant 
les  facteurs  communs,  on  obtient  : 

26. 75.20.12.  x=:  150.30.48.65.2400; 

150.30.42.65.2400      ^^^^^^ 
^^^  "=       26.75.20.12        =^3000fr. 

A  cette  somme,  il  faut  ajouter  1  pour  cent  ou.  «        630 
Le-banquier  doit  donc  toucher.  «... 63  630  fr. 


EXERCICES. 

53.  Combien  50  mètres  valent-ils  de  yards  (mesure 
anglaise),  sachant  que  13  décimètres  valent  4  pieds  fran- 
çais,  et  27  yards,  76  de  ces  pieds?  —  Rép.  54  yards  | 
environ. 

54.  Quelle  est,  en  francs,  la  valeur  de  500  pistoles 
d'Espagne,  sachant  qu'une  pistole  vaut  4  piastres  et  que 
42  piastres  valent  65  francs?  —  Rép.  10  833  francs. 


CHAPITRE  VI. 

APPROXIMATIONS  NUMÉRIQUES. 

S  !•  OPÉRATIONS  ABRÉGÉES. 

Notions  préliminaires. 

S2.  CoNsiDiaiTiONS  GÉNiiULES.  —  Dans  la  pratique,  il  arrive  fré- 
quemment qu'une  approximation  assez  grossière  soit  suffisante.  Par 
exemple,  on  conçoit  qu'une  différence  de  quelques  centaines  de  mè- 
tres soit  insignifiante,  lorsqu'on  calcule  la  distance  du  soleil  à  la  terre. 
Il  était  donc  naturel  que  Ton  songeât  à  abréger  les  calculs  en  sup- 
primant, dans  les  opérations,  les  chiffres  qu'on  peut  négliger  sans 
erreur  sensible.  De  là  les  recherches  faites,  au  commencement  du 
dix-septième  siècle ,  par  le  théologien  Oughtred  *  et  les  travaux  ré- 
cents àe  M,  Lionnet. 

^5.  Addition  abrogée.  —  Pour  obtenir,  à  moins  d'une  unité  entière 
ou  décimale,  la  somme  de  plusieurs  nombres,  il  suffit  d'ajouter  ces 
nombres ,  en  conservant ,  dans  chacun  d'eux ,  le  chiffre  qui  exprime 
des  unités  \  0  fois  plus  petites  que  celles  de  Tordre  énoncé ,  et  en  fai- 
sant abstraction  des  chiffres  placés  à  droite  de  celui  que  l'on  conserve. 
Dans  le  résultat,  on  supprime  le  dernier  chiffre  à  droite  et  l'on  force 
le  chiffre  précédent. 

Remarque.  —  Cette  règle  suppose  qu'on  additionne  moins  de 
de  12  nombres.  S'il  s'agissait  d'en  additionner  plus  de  il  et  moins 
de  i  02 ,  au  lieu  de  conserver  un  seul  chiffre  à  la  droite  de  celui  qui 
exprime  des  unités  de  l'ordre  énoncé ,  on  en  conserverait  deux  ;  seu- 
lement, on  supprimerait  les  deux  derniers  chiffres  du  résultat. 

54.  Soustraction  abbi£gée.  —  Quand  on  veut  avoir,  à  moins  d'une 
unité  entière  ou  décimale,  la  différence  de  deux  nombres,  on  effectue 

*  Savant  anglais,  né  à  Eton  en  1574,  mort  en  1660. 
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la  soustraction  en  supprimant ,  dans  chacun  des  nombres  proposés , 
les  chiffres  placés  à  droite  de  celui  qui  exprime  des  unités  de  l'ordre 
énoncé. 

StS.  Multiplication  ABEÉcis.  — -  Pour  calculer  le  produit  de  deux 
nombres  à  moins  d'une  unité  entière  ou  décimale  d'un  ordre  donné  : 

i®  On  écrit,  dans  un  ordre  inverse,  les  chiffres  du  multiplicateur 
sous  le  multiplicande,  de  manière  que  le  chiffre  des  unités  simples 
soit  au-dessous  du  chiffre  du  multiplicande  qui  exprime  des  unités 
cent  fois  plus  petites  que  celles  de  Tordre  énoncé. 

2°  Cela  fait,  on  multiplie  successivement,  par  chacun  des  chiffres 
du  multiplicateur,  le  chiffre  au-dessus  et  tous  ceux  qui  sont  à  gauche , 
dans  le  multiplicande,  en  faisant  abstraction  des  chiffres  placés  à  la 
droite  de  celui  qui  sert  de  multiplicateur.  On  écrit  les  produits  par- 
tiels ainsi  obtenus  les  uns  sous  les  autres,  de  manière  que  leurs  pre- 
miers chiffres  à  droite  soient  dans  la  même  colonne  verticale. 

3°  Enfin,  on  ajoute  tous  ces  produits,  considérés  comme  exprimant 
des  unités  cent  fois  plus  petites  que  celles  de  Tordre  énoncé,  et  Ton 
supprime  deux  chiffres  sur  la  droite  du  résultat,  en  augmentant  d'une 
unité  le  dernier  chiffre  conservé*. 

Remarque.  —  Cette  règle ,  très-générale  du  reste ,  demande  ce- 
pendant à  être  modifiée  lorsque  la  somme  des  chiffres  employés  au 
multiplicateur,  augmentée  du  premier  des  chiffres  négligés,  excède 
100.  Si  cette  somme  est  comprise  entre  iOO  et  1001,  ou  doit  écrire 
le  chiffre  des  unités  simples  du  multiplicande  sous  celui  qui  exprime 
des  unités  mille  fois  plus  petites  que  celles  de  Tordre  énoncé,  et  sup- 
primer trois  chiffres,  au  lieu  de  deux,  sur  la  droite  du  produit, 

86.  Division  abrégée.  —  Pour  trouver,  à  moins  d'une  unité  entière 
ou  décimale  d'un  ordre  énoncé,  le  quotient  de  deux  nombres  entiers 
ou  décimaux ,  on  commence  par  déterminer  Tordre  des  plus  hautes 
unités  du  quotient  exact,  et,  par  suite,  le  nombre  n  des  chiffres  du 
quotient  demandé.  Ensuite  on  place  la  virgule  au  diviseur,  de  ma- 
nière que  sa  partie  entière  soit  au  moins  égale  à  /i  et  la  plus  petite 

% 

*  Cette  règle  est  due  âOughtred. 
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possible,  puis  on  l'âTance  de  a  rangs  yers  la  droite.  On  place  la  vir- 
gule au  dividende ,  de  manière  qu'il  soit  an  moins  égal  au  nouveau 
diviseur  et  le  plus  petit  possible.  Cela  étant ,  on  divise  la  parde  en- 
tière du  nouveau  dividende  par  celle  du  nouveau  diviseur ,  ce  qui 
donne  le  chif&e  des  plus  grandes  unités  du  quotient  et  un  reste 
qu'on  divise  par  le  diviseur  précédent  privé  de  son  dernier  chiffre, 
ce  qui  donne  le  second  chiffre  du  quotient ,  et  ainsi  de  suite ,  jusqu'à 
ce  qu'on  ait  effectué  n  divisions  partielles.  Alors  on  fait  en  sorte  que 
le  dernier  chiffre  du  quotient  exprime  des  unités  de  l'ordre  énoncé'*^. 

Remarque.  *~  Dans  le  cas  particulier  où  un  dividende  partiel 
contiendrait  10  fois  le  diviseur  correspondant,  on  augmenterait  le 
dernier  chiffre  obtenu  au  quotient  d'une  unité ,  et  tous  les  cfaifTres 
suivants  seraient  des  zéros. 

87.  Racine  carrée  et  racine  cubique.  —  On  peut  simplifier  le  cal- 
cul de  la  racine  carrée ,  dans  le  cas  où  le  nombre  dont  on  veut  ex- 
traire la  racine  a  un  grand  nombre  de  chiffres,  en  procédant  de  la 
manière  suivante  :  on  cherche ,  par  la  méthode  ordinaire ,  plus  de  la 
moitié  des  chiffres  de  la  racine,  puis  on  divise  le  reste  obtenu  par  le 
double  de  la  racine  trouvée.  On  obtient  ainsi  les  autres  chiffres  à 
moins  d^une  unité. 

Pareillement,  lorsqu'on  extrayant  la  racine  cubique  d'un  nombre 
entier  à  moins  d'une  unité ,  on  a  obtenu  au  moins  la  moitié  plus  un 
des  chiffres  de  cette  racine ,  on  peut  avoir  les  autres  en  divisant  le 
reste  obtenu  par  le  triple  carré  de  la  racine  trouvée. 

PROBLÈME  LXXI. 

Les  charges  en  sucre  fournies  par  les  fabriques  belges 
pendant  les  dix  dernières  campagnes^  ont  été  : 

6 140  575'";  7  140  870'^^;  9456  235''^';  10499525'"; 
8075148'^^;  10723139*^^  13311232'^*;  18564  292^"; 
17115233"^,  et  18129647'^'. 


Cette  règle  est  due  à  M.  Lionnet. 
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Trouver,  à  une  tonne  près,  le  poids  du  sucre  fabriqué 
pendant  ces  dix  campagnes. 


Solatlon. 


En  conservant ,  dans  chaque  nombre ,  le  chiffre  qui  exprime  des 
unités  dix  fois  plus  petites  que  celles  de  Tordre  énoncé,  il  Tient  : 


6140*»-",»78 

7140 

,870 

9  456 

,238 

10499 

fiiS 

8  075 

,<ft8 

40  723 

,f39 

13  311 

,ni 

18  564 

,m 

17115 

,m 

18129 

,6A7 

Somme  cherchée ...  4191 56*<»""". 

Démonstration.  —  L'erreur  commise  sur  chaque  nombre  est 
<  100  kilogr.  ;  Terreur  totale  est  donc  <  10  fois  100  ou  1000  kilogr. 
De  plus,  en  supprimant  le  chif&e  4  à  la  droite  du  résultat,  on  commet 
une  nouvelle  erreur  égale  à  400  kilogr.  L'erreur  totale,  par  défaut, 
est  donc  <  1400  kilogr.,  et,  a  fortiori  y  <I  2  tonnes.  Par  conséquent, 
si  Ton  ajoute  1  tonne  à  119155,  le  résultat  119156  et  la  somme 
exacte  différeront  entre  eux  d'une  quantité  égale  à  la  différence 
qui  existe  entre  1  tonne  et  un  nombre  plus  petit  que  2  tonnes.  En 
d'autres  termes,  la  somme  1 1 9  1 56  représente  la  somme  cherchée  à 
i  tonne  près. 

PROBLÈME  LXXII. 

Une  entreprise  commerciale  a  fait  pour  5  672  824', 25 
d'affaires;  d'autre  part,  les  dépenses  ont  atteint  le  chiffre 
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de  4987965',75.  Quel  est,  à  100  fr.  près,  Texcëdant  de 
recettes  ? 

Solution. 

£n  faisant  abstraction,  dans  les  deux  nombres  donnés ,  des  chiffres 

placés  à  droite  de  celui  qui  exprime  des  unités  de  l'ordre  énoncé,  on 

obtient 

5  672  82/H,21d 

4987  9eS,7B 
Excédant  de  recettes .  • .     684  900^,00 

Démonstration.  —  Lorsque  nous  supprimons  les  chiffres  qui  ex- 
priment les  unités  d'un  ordre  inférieur  à  celui  des  centaines ,  nous 
commettons,  sur  chacun  des  nombres  proposés,  une  erreur  <^  100. 
L'erreur  commise,  en  prenant  684  900  fr,  pour  excédant  de  recettes, 
est  donc  la  différence  de  deux  nombres  plus  petits  qu'une  centaine. 

PROBLEME  LXXIII. 

Trouver,  à  0,01  près,  le  produit  de  68,3459328798-. • 
par  89,75321 829.... 

Solution. 

La  règle  de  la  multiplication  abrégée  donne 

0291233798 


54676744 

6  15  113  1 

4  7  8  4  15 

3  4  17  0 

2  0  4  9 

1  3  6j 

6 

Produit  approché 6  1  3  4,2  6  5  1 


\ 
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Démoli stratlon.  —  Remarquons  d'abord  qu'en  faisant  abstraction 
de  la  partie  décimale  0,0000028798. . .,  nous  commettons  une  er- 
reur <  0,00004.  L'erreur  est  <[0,000i,  si  l'on  néglige  la  fraction 
0,0000328798.  , . ,  et  ainsi  de  suite. 

Cela  posé,  si  nous  désignons  par  ^i,  ^s,  ^s,  etc. ,  les  erreurs  com- 
mises, en  prenant  les  chiffres  8, 9,  7,  5,  etc.,  comme  multiplicateurs ^ 
il  vient  : 

Ci  <    0,00001X80,  c'est-à-dire  ei  <  0,0008 

ei  <    0,0001X9,  —  <?j  <  0,0009 

^8  <    0,001  X  0,7,  —  ^»  <  0,0007 

e^  <    0,01X0,05,  —  ^4  <  0,0005 

^5  <    0,1X0,003,  —  ^5  <  0,0003 

e$<     IX  0,0002,  —  ^e  <  0,0002 

^7  <  10  X  0,00001 ,  —  e^  <  0,0001 

Somme c  <  0,0035 

II  faut  maintenant  tenir  compte  de  l'erreur  commise  en  négligeant 
la  partie  0,00000829. . .  Cette  fraction  est  <  0,00001  ;  en  la  multi- 
pliant parle  multiplicande  donné,  on  aurait  un  produit  <^  0,0000 1 X7  0, 
c'est-à-dire  <  0,0007. 

Donc  E  =  0,0035  +  0,0007  =  0,0042. 

On  voit  que  cette  erreur  est  plus  petite  qu'un  centième ,  et  même 
qu'un  demi-centième. 

PROBLÈME  LXXIV. 

Trouverlequotientde3,i41 5926335-. .par0,693l4718 
à  moins  de  0,001. 

Solution. 

Il  y  aura  évidemment  4  chiffres  au  quotient ,  car  ce  quotient  est 
compris  entre  1  et  1 0 ,  et  de  plus,  son  dernier  chiffre  doit  exprimer 
des  millièmes.  On  disposera  donc  le  calcul  de  la  manière  suivante  : 

3  14  15  9  2  6  5  5  5...      692itlr7t9 
3  0  903  2354 

2  2  4  8  4,5  3  2 

16  9 
3  1 

PR.   DE  MATH.  7 
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iBéBMWKtvfttten.  — Lemme.  Si  l'on  remplace  un  diPÎseurpUts grand 
que  t  imité  par. sa  partie  entière  y  V erreur  du  quotient  est  plus  petite  que 
le  quotient  exact  divisé  par  la  partie  entière  du  diçiseur. 

Soit  N  à  diviser  par  un  nombre  tel  que  a,  hcd. .  ^;  je  dis  que  si,  à 

la  quantité  €z,  hcd^.  .,  on  substitue  le  nombre  entier  a,  le  quotient 

q 
obtenu  <{  différera  du  quotient  exact  q  d'une  quantité  moindre  que  -• 

En  effet,  on  a -d'une  part 

N=ia,bcd. ,.  Xq; 

d'autre  part,  N  =  « .  ^'. 

On  en  dédiik  aq'  =  a,  hcd. . .  X  7» 

,       a^  bcd, . ,  X  7  . 
et  q  = 


a 


»  ' •• 


ce  qui  "peut  s  ecnre 


,       (a-\-o,bcd...)q  ,  q 

q  =  — ! =  ^  +  o,bcd. . .  X  -• 


Donc  le  qiioliîaat  ^errcmé  dépasse  Je  quotient  exact  dlune  quantité 
plus  petite  que  -.  c.  q.  f.  ». 

Cela  posé ,  il  est  facile  de  prouver  qu'en  procédant  comme  nous 
Pavons  fait,  dans  lia  division  proposée,  nous  obtenons  le  quotient  à 
0,001  près. 

Pour  cela,  remarquons  d'abord  que  si  aux  nombres  donnés] 

3^1415926533..,  et     0,69314718, 

nous  substituons 

314159,26335...  et    69314,718^ 

le  quotient  ne  sera  pas  changé,  car  nous  aurons  multiplié  le  divi- 
dende et  le  diviseur  par  100000, 
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La  question  est  ainsi  ramenée  à  cfaercher  le  quotient  de 

314159,26335..  •   par    69314,718... 

à  moins  de  0,001;  ou  bien  celui  de 

314159265,35...   par     69314,718... 

à  moins  d'une  unité,  sauf  à  diviser  le  quotient  obtenu  par  1000,  à  la 
fin  de  l'opération. 

En  prenant  69314  pour  diviseur,  au  lieu  de  69314,718.^ . ,  et  en 

appelant  q  le  quotient  exact,  nous  commettons  une  erreur  <^—~-—. 
Or  ^<  10000, 

et  6931 4  >  60000; 

40000         i^       q 
donc  ■  '         ou  -> 


60000         6-^69314 


L'erreur  commise  étant  <C  ^âoTT  y  ^^^^  ^  fortiori  plus  petite  qu'une 
quantité  plus  grande;  on  aura  donc,  en  désignant  cette  erreur  par  <?i, 

En  procédant  d'une  manière  analogue  pour  les  autres  chiffres  du 
quotient ,  et  en  appelant  e^y  €$,  e^  les  erreurs  commises  sur  les  trois 
autres  chiffres,  on  trouve  : 

i  1  •! 

^«<g>    ^8*^6>    ^^'^e'  ^^^* 

4 
L'erreur  totale  est  donc  plus  petite  que  -,  et,  à  fortiori^  plus  [ic- 

Ute  que  1. 

Mais  le  quotient  4532  est  1000  fois  trop  fort,  le  dernier  chiffre  2 
n'exprime  donc  pas  des  unités,  mais  des  millièmes,  et  Terreur  se 
trouve  ainsi <^ 0,001.  c.  q.  f.  d. 


ÏOO 


PREMIÈRE  PARTIE. 


PROBLEME  LXXV. 


Extraire ,  à  une    unité  près ,   la    racine  carrée   de 
97  546101630  968,  par  la  méthode  abrégée. 


Solution. 


La  racine  demandée  doit  avoir  7  chiffres  ;  cherchons  les  4  premiers 
par  la  méthode  ordinaire. 


9  7-5  4-6  1-0  1-6  3-0  9*6  8 
1   6  5-4 
15  0  6-1 
1  2  9  2  OM 

1  0725630968 


9876000 


188 
8 


1967 

7 


19746 
6 


f*    o  •  • 


Divisons  maintenant  le  reste  par  le  double  de  la  racine  trouvée  : 

19752000 


107256^0309 

8  4  9  6 

5  9  6 

5 


345 
543 


La  racine  cherchée  est  donc  égale  à  9876543. 

Bémonstration.  —  Soit  R  le  reste  que  Ton  obtient ,  lorsqu'on 
cesse  de  poursuivre  le  calcul  de  la  racine  carrée  de  N  suivant  le  pro- 
cédé ordinaire  ;  soient  a  la  valeur  de  la  partie  trouvée  de  la  racine , 
q  îe  quotient  de  R  par  2«,  et  r  le  reste  de  cette  division. 

Nous  aurons 

D'autre  part,  en  désignant  par  h  la  partie  complémentaire  de  la 
racine,  il  vient  : 

d'où  N— a«  =  2/7^>  +  è', 


et 


ou 


2a 


%a* 


2a~"    "^2«' 
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Appelons  n  le  nombre  des  chiffres  de  la  racine.  Par  hypothèse ,  la 

partie  entière  de  b  contient  moins  de  -  chiffres,  celle  de  b^  en  con- 

z 

tient  donc  moins  de  n;  de  plus,  a  en  contient  n. 

On  en  déduit  les  relations  suivantes  : 

ô'<«;       -<1    et    s-<s. 

a  za       z 

Donc  la  fraction  —  est  une  valeur  de  b  approchée ,  par  excès ,  à 

moins  d'une  demi-unité. 

S'il  en  est  ainsi,  en  remplaçant  —  par  q  et  en  négligeant  le  reste  r, 

on  aura  diminué  —  d'une  fraction  —  <  1,  et,  par  suite,  le  quotient 

m 

q  exprimera  la  valeur  de  b  soit  exactement,  soit  par  défaut,  soit  par 
excès,  à  moins  d'une  unité  *. 

PROBLÈME  LXXYI. 

Extraire,  à  une  unité  près,   la  racine   cubique   de 
201446473017  061. 

Solution. 

Cherchons ,  par  le  procédé  ordinaire ,  les  3  premiers  chiffres  de  la 
racine. 


.201-44  6-4  7  3-0  17-061 
7  6  4 

6  3  3  4  4 
Reste...  216417017061 


58600 


25  X  3  =  7S 
3364X3  =  10092 
343396X3  =  1030188 


Divisons  maintenant  le  reste  par  le  triple  carré  de  .la  racine  trouvée  : 


21 Qk^7&t7&et 
10  4 
1 

iomtm'^&& 

12 
21 

*  On  pourra  proposer,  comme  exercice,  la  discussion  qui  permet  de  di:»- 
tînguer  ces  trois  cas. 
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La  racine  cherchée  est  donc  égale  à  5862i . 

DémoBStnitloM.  — En  conservant  les  notations  précédentes,  on  a 
et,  par  suite,  -^^  =  b^ ^-L— , 


OU 

3«« 

n  iz»l— 2 

Or,  par  hypothèse,  on  a  obtenu  au  moins  --^-i  on  -~-'  chiffres 

à  la  racine  ;  donc  la  partie  entière  de  b  en  contient  an  plus 

w-f"^ ^ — 2 

'^     r'~""2"' 

et  celle  de  ^,  au  plus  n — 2. 

D'ailleurs,  a  contient  n  chiffres  ;  donc 

a,     b*       i  «»        1 

D'autre  part,  b  étant  moindre  que  a,ona3-| —  <^4;  donc 


R 
Il  en  résulte  que  la  fraction  — j  est  une  valeur  de  b  approchée,  par 

2 
excès,  à  moins  de  —r. 

15 

Si  donc  on  remplace  -^  par  la  partie  entière  q  du  quotient  de  B. 

par  3a'  en  négligeant  le  reste  r  de  cette  division ,  on  aura  diminué 
R  r 

3^  d'une  partie  ^.<l. 

Par  conséquent,  q  exprimera  la  valeur  de  b  soit  exactement,  soit 
par  défaut,  soit  par  excès,  à  moins  d'une  unité  *. 


'*'  On  pourra  proposer,  comme  exercice,  la  discussion  qui  permet  de  dis* 
tinguer  ces  trois  cas.  (Voir  Tarithiaétique  de  M.  Lionnet,) 
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EXERCICES. 

55.  On  consomme  annuellement,  à  Paris,  1735007,5 
hectolitres  de  vins  en  cercles;  12678'*,6  de  vins  en  bou- 
teilles; 77044^8  d'alcools  purs  et  liqueurs;  943*^,7  d'al- 
cools dénaturés;  21  028*^,2  de  cidre,  poiré  et  fruits  ré- 
duits; 290381  ^8  de  bière-  Trouver,  à  1 000  litres  près,.le 
chiffre  total  de  la  consommation.  —  Rép.2 1 37  090 '*"*. 

56.  En  1 861 ,  il  est  né  à  Paris  37  973  enfants  ;  le  total 
des  décès  a  été  de  32  774.  Quel  est,  à  une  centaine  près, 
Texcès  des  naissances  sur  les  décès?  —  Rép.  5200* 

57.  Trouver,  àO,01  près,  leproduitde78,1654327689... 
par  97,43218765...  ~  Rép.  7615,83. 

58.  Trouver,  à  une  unité  près,  le  nombre  de  secondes 
contenues  dans  un  arc  égal  au  rayon  de  la  circonférence 
dont  cet  arc  fait  partie.  —  Rép.  206264''. 

59.  Extraire  la  racine  carrée  de  34  56  78  94  65  32  81 , 
à  une  unité  près.  —  Rép.  5  879  446. 

60.  Extraire  la  racine  cubique  du  même  nombre.  — 
Rép.  32575. 

S  2.  ERREURS  ABSOLUE  ET  RELATIVE. 

Notions  préliminaires. 

88.  DénnmoNs.  —  On  appelle  erreur  absolue  la  ^lantité  que  l'on 
néglige  lorsqu'on  substitue  à  un  nombre  une  valeur  approchée  de  ce 
nombre,  et  erreur  relative  le  rapport  de  Terreur  absolue  à  la  valeur 
exacte  du  nombre  proposé. 
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PROBLEME  LXXVn. 

N  est  un  nombre  quelconque,  entier  ou  décimal,  com- 
pose de  w  -j- /i  chiffres  ;  K  est  la  valeur  approchée  qu'on 
obtient,  en  remplaçant  par  des  zéros  les  n  chiffres  de 
droite.  Démontrer  que  Terreur  relative  que  l'on  conunet, 

en  substituant  N'  à  N,  est  donnée  par  la  formule  ^^  <C  tks:=ï' 
Application  au  nombre  38267000  substitué  à  38267847. 

Solnlioii. 

N  — N' 


1®  On  a,  par  définition,  ^r  = 


N 


N  est  un  nombre  tel  que  abcde.,,  tuv... 

m  cbif*       tichif* 

N'  —  û^c^^...OOO... 

D'après  cela,  !N — N'  est  un  nombre  de  n  chiffres;  en  d'autres 
termes,  N  —  N'<  1  unité  de  l'ordre  du  m«  chiffre  de  N,  à  partir  de 
la  gauche. 

D*autre  part ,  N  >  1  suivi  àem-\-n  —  1  zéros,  c'est-à-dire  ]>  1 0"^* 
unités  de  l'ordre  du^n^*  chiffre  de  IV,  à  partir  de  la  gauche;  donc 
puisque 

i  unité  de  l'ordre  du  /w*  chiffre  de  N 
^r<  |Q«»-j  unités  de  l'ordre  Id  ' 

ou  enfin  ^«•'^^iTTSTiT*  ^*  Q*  '•  ï>- 

â«  Il  résulte  de  là  qu'en  substituant  38  267  000  à  38  2G7  847 ,  on 
commet  une  erreur  relative 

'^  10»* 
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Bemarqnes.  —  I.  Le  priocipe  suivant  donne  un  plus  grand  degré 
d'approximation  : 

Lorsqu'on  supprime  un  ou  plusieurs  chiffres  sur  la  droite  éCun  nom^ 
hre  entier  ou  décimal^  en  remplaçant  par  des  zéros  les  chiffres  sup^ 
primés  à  gauche  de  la  virgule  ,  on  commet  une  erreur  relative  moindre 
que  l'unité  divisée  par  le  nombre  entier  formé  par  les  chiffres  conservés. 

Pour  démontrer  cette  proposition ,  considérons  un  nombre  tel  que 
27856,78943,...,  et  prenons  27800  pour  valeur  approchée  de  ce 
nombre.  IVous  aurons 

56,78943.... 


Cr 


et  partant  <^ 


27856,78943..,.  ' 

100 

27856,78943....' 


,  .   ,.    .  .100 

a  fortiori,  <  — 


27800' 


ou  enfin  <  —5.  c.  q.  f,  d, 

z7o 

Nota, — Si  l'erreur  absolue  n'excédait  pas  une  demi-unité  du  dernier 
ordre  conservé ,  V erreur  relative  serait  moindre  qu'une  fraction  deux 
fois  plus  petite  que  celle  que  nous  venons  d'énoncer. 

Par  exemple,  en  prenant  1,414  au  lieu  de  1,4142...^  Terreur  re- 

1 
lative  est  moindre  que  ,,  ,,, .  •  1 

^     2.1414 

1 
II.  La  relation  ^'"'^278 

peimet  de  poser,  à  fortiori. 


2.10*' 
ou ,  d'une  manière  générale , 

1 


er< 


m— 1' 


X-.  1 0 

# 

k  indiquant  le  premier  chiffre  à  gauche,  et  w  le  nombre  des  chiffres 
conservés. 
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PROBLEME  EXXVin. 


La  réciproque  de  la  proposition  précédente  est-eUe 
vraie?  Peut-on  affirmer,  si  Ton  a  e^  <  jg^jiï ,  que  Ton  peut 
compter,  dans  N',  sur  les  m  premiers  chiffres  à  gauche? 


Solatlom. 

Pïon  \  car  de  la  relation 

^••^icr^    ^^   ""W^  10—^' 

on  déduit  N  —  R'  <  -r^^ . 

Mais  N>10"~*  unités  de  Tordre  du  /»•  chiffre  de  N,  à  partir  de 
la  gauche;  donc  N — N'>1  unité  de  Pordre  de  son  m*  chiffre.  On 

ne  peut  donc  pas  répondre  du  /w*  chiffre  de  N. 

1 
Remarque. —  Si  ^r'^Yç^t  le  ^*  chiffre  de  N  est  bon. 


En  effets  de  la  relation 


N  — N'    ^    1 


< 


on  tire  N-n'<^; 

mais  N < iO*"  unités  de  Tordre  du  /tî*  chiffre  de  N; 

donc  N — N'<i  unité  id.  c,  q,V,  d. 

EXERaCES. 

61.  Quand  on  prend,  pour  valeur  de  tt,  le  nombre 
3,1415,  quelle  erreur  absolue  et  quelle  erreur  relative 

comraef-on?  ~  Rép.  I»  e^  <  0,0001  ;  "i^e,  <  ~^. 
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62.  Quelle  erreur  absolue  et  quelle  erreur  relative 
commet-on,  quand  on  remplace  v^  par  sa  valeur  ap- 
prochée *,73?— .Rép.  ^e^<|.0,01;2"e^<     ^ 


2    ^       '         '•^2.173 

63.  Le  nombœ  pris  par  Néper  pour  base  de  son  sys- 
tème de  logarithmes  est  e==  2,7182818285....  Quelle 
erreur  absolue  et  quelle  erreur  relative  commet-on, 
quand  on  remplace  e  par  la  quantité  2,71828?  —  Rép. 

1<'e„<1.0,00001;2oe,<^^^. 

S  3.  RELATIONS  ENTRE  LES  ERREURS  DES  DONNÉES 

ET  DU  RÉSULTAT. 

KotloBS  pvéllBiinalres* 

89.  Addition.  —  Dans  le  cas  de  Paddition  et  de  la  soustraction , 
on  considère  rarement  les  erreurs  relatives  ;  on  s^occupe  plutôt  des 
erreurs  absolues. 

Lorsqu'on  ajoute  plusieurs  quantités  dont  les  erreurs  sont  com- 
mises dans  le  même  sens ,  l'erreur  finale  n'excède  pas  la  somme  des 
erreurs  partielles. 

Inversement,  pour  que  l'erreur  d'une  somm^  soit  égale  à  une 
quantité  donnée,  il  suffit  que  l'erreur  de  chaque  nombre  soit  égale  à 
l'erreur  donnée,  divisée  par  le  nombre  des  quantités  qu'on  doit 
ajouter. 

60.  SousTHicTioN.  —  Si  les  deux  nombres  donnés  sont  erronés 
dans  le  même  sens,  l'erreur  de  la  différence  égale  la  différence  entre 
les  deux  erreurs.  Si  le  premier  nombre  est  par  excès  et  le  second  par 
défaut,  Terreur  de  la  différence  est  la  somme  des  deux  erreurs.  On 
peut  donc  dire,  d'une  manière  générale,  que  l'erreur  de  la  dilféreBce 
de  deux  nombres  n'excède  jamais  la  somme  des  erreurs  de  ces 
nombres. 

Il  résulte  de  là  que  si,  sur  une  di^Térence,  on  ne  veut  pas  dépasser 
une  erreur  donnée,  l'erreur  de  chaque  nombre  doit  être  moindre  que 
la  moitié' de  l'erreur  de  leur  différence. 
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61.  Multiplication.  —  L'erreur  relative  d'un  produit  de  plusieurs 
facteurs  approchés  dans  le  même  sens  est  sensiblement  égale  à  la 
somme  des  erreurs  relatives  de  tous  les  facteurs. 

Inversement,  lorsque,  sur  un  produit,  on  ne  veut  pas  dépasser  une 
erreur  donnée,  Perreur  relative  de  chaque  facteur  doit  être  moindre 
que  celle  du  produit  divisé  par  le  nombre  des  facteurs. 

Remarque. — Les  puissances  étant  des  produits  de  facteurs  égaux, 
les  règles  que  nous  venons  d'énoncer  leur  sont  applicables. 

62,  Division.  —  L'erreur  relative  du  quotient  de  deux  nombres 
approchés  est  sensiblement  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  des 
erreurs  relatives  de  ces  deux  nombres.  Dans  la  pratique,  on  admet 
que ,  dans  tous  les  cas ,  cette  erreur  égale  sensiblement  la  différence 
des  erreurs  relatives  du  dividende  et  du  diviseur ,  et  que,  par  consé- 
quent, elle  est  moindre  que  leur  somme. 

Il  en  résulte  que  si ,  sur  un  quotient ,  on  ne  veut  pas  dépasser  une 
erreur  donnée,  les  erreurs  relatives  du  dividende  et  du  diviseur  doi- 
vent être  chacune  la  moitié  de  Terreur  relative  assignée  au  quotient. 

65.  Racines.  — L'erreur  relative  de  la  racine  d'un  nombre  appro- 
ché est  sensiblement  égale  à  l'erreur  relative  de  ce  nombre,  divisée 
par  le  degré  de  la  racine. 

On  en  conclut  que,  pour  avoir  la  racine  d'un  nombre  avec  une 
approximation  donnée,  il  faut  que  l'erreur  relative  commise  sur  ce 
nombre  égale  celle  de  la  racine  multipliée  par  l'indice. 

Remarqué.  —  On  a  souvent  besoin  d'extraire  la  racine  d'un 
nombre  à  une  fraction  donnée  près.  Soit,  par  exemple,  à  extraire  la 

racine  w*  d'une  quantité  A  à  moins  de  ~,  on  multipliera  A  par  ^î 

r 

on  extraira  la  racine  m*  du  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans 

Q 

le  produit,  et  l'on  divisera  cette  racine  par  -. 

(X 


PROBLEME  LXXIX. 


Sur  combien  de  chiffres  peut-on  compter  dans  le  pro- 
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duit  4,789.... X 23,46...,,   lorsqu'on   fait  abstraction 
des  chiflres  représentés  par  des  points  ? 

Solution. 

Les  erreurs  relatives  des  deux  facteurs  sont  respectivement  plus 

1  i 

petites  que  ^-^  et  âôTïï'  ^"  ^^^^  ^^°^  >  ®°  désignant  par  Cr  Ter- 
reur relative  du  produit, 

1  i 


4789^2346* 


à  fortiori,  ^  <2foîs^   ou  j^-^  ; 


i  i 

et  à  plus  forte  raison,        <  j^  ou  j^. 


i 
Or,  nous  savons  que  sitf^<7^,  on  peut  répondre  du  w«  chiffre 

à  partir  de  la  gauche.  On  peut  donc,  dans  le  cas  actuel,  compter  sur 
les  trois  premiers  chiffres  du  produit^  ce  qui  donne  définitivement  112. 

PROBLÈME  LXXX. 

Sur  combien  de  chiffres  peut-on  compter  dans  le  pro- 
duit 3,141... X0,489...X8,97...,  lorsqu'on  fait  ab- 
straction des  chiffres  représentés  par  des  points  ? 

Solution* 

Les  erreurs  relatives  des  trois  facteurs  sont  respectivement  plus 
petites  que 

i  i  i 

et 


3J^r  489  897* 
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On  aura  donc,  en  appelant  Cr  Terrear  relative  du  procUût, 

4  11 

^'"^âTil  "^  489  "*■  897  ' 

à  fortiori,  <  3  fois  ^  ou  ^; 

1  1 

et  à  plus  forte  raison,     <  7-rrr     ou    -r^rr» 

iUO  10" 

On  pourra  donc  compter  sur  les  deux  premiers  chiffres  à  gaucbe , 
ce  qui  donne  13  par  produit. 

PROBLEME  LXXXI. 

Sur  combien  de  chiffres  peut-on  compter  dans  le  quo- 
tient approché  de  1,414....  par  0,1598....,  dont  les 
chiffres  donnés  sont  exacts  ? 


Solution. 

Les  erreurs  relatives  du  dividende  et  du  diviseur  sont  respective- 
ment  plus  petites  que 

1  i 

et 


1414  1598* 

On  aura  donc,  en  représentant  par  Cr  l'erreur  relative  du  quotient, 

_l_j i_ 

^'■'^1414  "^4598' 

1  1 

à  fortiori,  <2foisj^     ou    —  ; 

1  1 

et  à  plus  forte  raison,  ^ttwT     ou    --^. 

100  10' 

On  pourra  donc  compter  sur  les  deux  premiers  chiffres  à  gauche 
du  quotient 


J 
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PROBLÈME  LXXII. 

Sur  combien  de  chiffres  peut-on  compter,  quand  on 
extrait  la  racine  carrée  de  31,027 ,  en  fusant  ab- 
straction des  chiffres  remplaces  par  des  points? 

Solation. 

L'erreur  relative  commise  sur  le  nombre  proposé  est 

celle  de  la  racine  est  donc 


<  ojA^f  •  2     ou 


31027'  62054' 


1 

et,  à  fortiori  y  <  -— --      ou 


40000  lO** 


Il  y  aura  donc  quatre  chiffres  exacts  à  la  racine  ;  ce  qui  donne 


v/31 ,027....  =5,570. 


EXERCICES. 


64.  Sur  combien  de  chiffres  peut-on  compter  dans  le 
produit  5,07....  X  0,894...  X 7,75,..  de  trois  facteurs 
dont  les  chiffres  donnés  sont  exacts  ? — Rép.  Sur  2  chiffres. 

* 

65.  Trouver  le  carré  de  tt  avec  une  erreur  relative 

moindre  quer^.  —  Rép.  Élevez  3,14  au  carré. 
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66.  Calculer,  à  0,001  près  de  sa  valeur,  Texpression 

3v/3 


iz 


\ — Rëp.  1,654. 


67.  Calculer,  à  0,001  près  de  sa  valeur,  Texpression 
a:=V3+^5  +  ^6  +  (/7.  —  R.  6,390. 


ALGÈBRE. 

CHAPITRE  PREMIER. 

CALCUL  ALGÉBRIQUE. 
§  1.  OPÉRATIONS  FONDAMENTALES. 

I 

Notions  préliminaires. 

64.  DÉFINITIONS. -—LWg^^r^  est  rarithmétique  généralisée.  Afin 
de  remédier  à  la  fusion  des  nombres,  elle  les  représente  par  des 
lettres  :  a^  b,  c  indiquent  en  général  les  quantités  connues;  x,  /,  z, 
les  quantités  inconnues. 

Une  expression  littérale  ou  algébrique  se  présente  sous  différentes 
formes  :  tantôt  elle  contient  plusieurs  parties  ou  termes  :jéparées  par 
les  signes  -|-  et  — ;  on  dit  alors  que  c'est  un  polynôme;  tanlol  elle 
n*a  qu'un  seul  terme  et  prend,  dans  ce  cas,  le  nom  de  monôme. 

Le  coefficient  d'une  expression  algébrique  est  un  nombre  placé  en 
avant  de  cette  expression ,  sans  interposition  de  signes,  et  qui  lui  sert 
de  multiplicateur. 

Uexposant* ^  au  contraire,  se  place  à  droite  de  la  (piantité  qu'il 
affecte  et  un  peu  au-dessus;  il  exprime  combien  de  fois  celte  quantité 
doit  être  prise  comme  facteur. 

On  désigne  sous  le  nom  de  termes  semblables  ceux  qui  sont  com- 
posés des  mêmes  lettres  alTectées  respectivement  des  mêmes  expo- 
sants. 

Lorsque,  dans  une  expression  littérale,  on  substitue  aux  lettres 
leurs  valeurs  et  qu'on  effectue  les  opérations  indiquées ,  on  arrive  à 
un  résultat  qu*on  appelle  la  valeur  numérique  de  l'expression. 

68.  Addition.  ^^Vaddition  algébrique  est  une  opération  par  la- 
quelle, plusieurs  quantités  étant  données,  on  en  forme  une  autre 

*  Notation  due  à  Descartes,  philosophe  français,  ne  à  Lahayc,  en  Tou< 
raine,  Tan  lb96;  mort  en  1650. 
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dont  la  valeur  numérique  égale  la  somme  des  valeurs  numériques  des 
quantités  proposées. 

Pour  additionner  plusieurs  quantités  algébriques,  monômes  ou 
polynômes ,  on  écrit  ces  quantités  les  unes  à  la  suite  des  autres ,  en 
conservant  à  chaque  terme  le  signe  dont  il  est  affecté.  On  réduit  en- 
suite le  polynôme  qui  en  résulte  à  son  plus  petit  nombre  de  termes. 

66.  Soustraction.  —  Soustraire  une  quantité  d'une  autre  quantité 
de  même  espèce,  c'est  en  trouver  une  3**  qui|  ajoutée  à  la  l'*,  repro- 
duise la  â"*. 

Pour  soustraire  d'une  quantité  algébrique  une  autre  quantité  al- 
gébrique, on  écrit,  à  la  droite  de  la  première,  chacun  des  termes  de 
là  seconde,  en  changeant  le  signe  dont  ce  terme  est  affecté.  Ensuite 
on  réduit  le  polynôme  qui  en  résulte  à  son  plus  petit  nombre  de 
termes» 

67.  MuLTiPucATioN.  —  La  multiplication  algébrique  est  une  opé- 
ration par  laquelle,  deux  quantités  étant  données,  on  en  forme  une 
3"  dont  la  valeur  numérique  égale  le  produit  des  valeurs  numériques 
des  deux  autres. 

Le  produit  de  deux  monômes  s'obtient  en  multipliant  les  coeffi- 
cients entre  eux;  en  donnant,  à  chaque  lettre  comraime  aux  deux 
monômes,  un  exposant  égal  à  la  somme  de  ceux  dont  elle  est  affectée 
dans  ces  monômes,  et  en  prenant  les  autres  lettres  sans  changer  leurs 
exposants. 

Pour  multiplier  un  polynôme  par  un  monôme  ^  on  multiplie  chaque 
terme  du  polynôme  par  le  monôme,  et  l'on  écrit  ces  produits  partiels 
les  uns  à  la  suite  des  autres,  en  conservant  les  signes  du  multipli- 
cande. 

Quant  à  la  multiplication  de  deux  polynômes  l'un  par  l'autre ,  elle 
sVffectue  en  multipliant  tous  les  termes  du  multiplicande  par  tous  les 
termes  du  multiplicateur,  et  en  se  conformant^  pour  les  signes,  au  ta- 
bleau suivant  : 


-)-  multiplié  par  -f-  donne  -j- 

-  -       + 


-j-  multiplié  par  —  donne 

-  + 


Remarque»  *-^  Dans  la  pratique ,  on  a  soin ,  toutes  les  fois  que 
cela  est  possible,  d'ordonner  les  polynômes  à  multiplier. 
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Ordonner  un  poijnome  par  rapport  à  une  letti*^,  o'est  disposer  les 
termes  dans  un  ordre  tel»  que  les  exposants  de  cette  lettre  aillent  eu 
diminuant  ou  en  augmentant. 

68.  Division.  —  Le  but  de  la  dimion  est  le  aaéine  qu'en  arithmé- 
tique. 

Pour  diviser  un  monôme  par  Un  monôme^  on  divise  le  coefficient  du 
dividende  par  le  coefficient  du  diviseur;  on  écrit  ensuite,  à  la  droite 
de  ce  quotient  numérique,  chaque  lettre  du  dividende  affectée  d*un 
exposant  égal  à  l'excès  de  son  exposant,  dans  le  dividende,  sur  son 
exposant  dans  le  diviseur.  Si  une  lettre  a  le  même  exposant  dans  le 
dividende  et  le  diviseur^  on  ne  Técrit  pas  au  quotient,  ou  bien,  si 
Ton  conserve  cette  lettre,  on  lui  donne  pour  exposant  zéro.  Una  lettre 
quelconque  aiTectée  de  V€xpos€Uit  zéro  a  pour  valeur  numérique  I . 

La  division  d'un  polynôme  par  un  monôme  s'efTectue  en  divisant 
chaque  terme  du  polynôme  par  le  monôme ,  et  en  donnant  à  chaque 
quotient  le  signe  du  monôme  dividende. 

Enfin,  pour  diviser  un  polynôme  par  un  autre ^  on  ordonne  le  divi- 
dende et  le  diviseur  par  rapport  aux  exposants  décroissants  d'une 
même  lettre;  on  divise  le  l*'  terme  du  dividende  par  le  l'*^  terme  du 
diviseur,  ce  qui  donne  le  1^'  terme  du  quotient;  puis  on  multiplie  le 
diviseur  par  ce  terme  et  Ton  retranche  le  produit  du  dividende.  Cela 
fait,  on  ordonne  le  reste  et  l'on  divise  son  1**'  terme  par  \t  \^  terme 
du  diviseur,  ce  qui  donne  le  2'  terme  du  quotient;  et  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  ce  qu'on  n'ait  plus  de  reste,  ou  bien  que  le  i*'  terme  du  reste 
obtenu  ne  soit  plus  divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur. 

69.  Quantités  négatives.  «^  On  appelle  qûantitéi  négatives  des 
quantités  ordinaires  on  arithmétiques  précédées  du  signe*—. 

On  est  convenu  de  leur  appliquer  les  règles  des  diverses  opéra- 
tions, telles  qu'on  les  a  établies  pour  les  termes  souslractifs  des  poly- 
nômes. 

PROBLÈME  LXXXIU. 

Diviser  par  Jr«~a  le  polynôme  suivant  : 
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En  déduire  les  caractères  de  divisibilité  par  9  et  par 


H. 


SolnlioB. 


+aAo|     +oA 
+o2A» 


+<^Aa|. 

+a'A«-î 


x^a 


A.a;-'+A, 
+aA, 


+0— 'A, 
+a"A« 


af-'+Ai 
+aAi 
+a^A. 


+(iA»-î 
+a2A»-3 


+a— »A 
+o"-'A# 


La  loi  de  forniation  du  quotient  est  facile  à  observer  : 

jo  Les  exposants  de  jc  vont  en  décroissant,  et  le  plus  grand  est 
égal  au  plus  grand  exposant  du  dividende,  diminué  de  i. 

2*  Le  coefficient  du  4*'  terme  est  le  même  que  le  coeflicient  du 
i**  terme  du  dividende. 

3**  Le  coefficient  du  2*  terme  s'obtient  eu  multipliant  le  1^'  par  a, 
et  en  y  ajoutant  le  2*  coeflicient  du  dividende. 

Ainsi  de  suite. 

Quant  au  reste  de  la  division  ,  on  l'obtient  en  remplaçant. x  par  a 
dans  le  dividende. 

Remarque. — Cette  règle  suppose  que  le  dividende  renferme  toutes 
les  puissances  dex,  depuis  la  me  jusqu'à  la  puissance  zéro.  S'il  n^en 
était  pas  ainsi ,  il  faudrait.avoir  soin  de  rétablir  ces  puissances  de  x 
en  leur  donnant  zéro  pour  coefficient. 

2*  La  règle  qui  précède  permet  d'arriver,  par  l'algèbre,  au  carac- 
tère de  divisibilité  d'un  nombre  par  9. 

En  effet ,  si  nous  désignons  par  x  la  base  du  système  de  numéra- 
tion, et  par  A^,  Ai,  At,  etc.,  les  chiffres  du  nombre  proposé,  nous 
aurons ,  en  divisant  A^^"  -f-  AiX"*"*  -|- . . , .  A«  par  x — i ,  un  reste 
qui  sera  égal  à 

Ao-f- Al -|- Al -|- . . . . -|- A« , 

c'est-à-dire  égal  à  la  somme  des  chiffres  du  nombre  donné.  Si  donc 
celte  somme  est  divisible  par  x — 1  ou  1),  lorsqu'on  prend  10  pour 
base,  le  nombre  sera  divisible  par  9.  c.  q.  f.  d. 
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Pareillement,  en  divisant 


'» 


Â^ai^-\-Aia^'*~^'\' ...-^A^   par    jc-|"*  ^'^  * — ( — ^)» 

on  aura  le  reste  de  la  division  en  faisant,  dans  le  nombre  proposé 
ar=:  —  4 ,  ce  qui  donne,  par  exemple^ 

+  Ao — Ai-|- Al — . ..  +  Am> 
d'où  l'on  peut  déduire  le  caractère  de  divisibilité  d'un  nombre  par 

PROBLÈME  LXXXIV. 

Lorsqu'on  divise  par  ^-["3  le  polynôme 

quel  quotient  et  ^uel  reste  obtient-on  ? 

SolntloB* 

l*'  Ck)mplétons  d'abord  le  dividende,  de  manière  a  ce  qu'il  ren- 
ferme toutes  les  puissances  de  x^  depuis  la  5*  jusqu'à  la  puissance 
zéro.  Il  viendra  : 

Le  diviseur,  dans  l'exemple  proposé,  est 

j:+3=j:— (— 3). 
Or,  quand  on  divise  un  polynôme  tel  que 

A^jc**-}-Aix**"^+...+Ain  par  x — a, 
le  quotient  est  de  la  forme 


A^j;**^-|-Ai 
-f«Ao 


4-flAt 
+a»Ao 


X     ,  ecvo* 
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Par  conséquent,  dans  le  cas  parricalier  qui  nous  occupe,  nous  aurons 
pour  quotient  : 

2x»4-[— 6+(— 3).2]a:»+[0+(— 3)(— 6)+9.2]^4.etc., 

ou,  en  effectuant  les  calculs, 

2x»— 12ar»+?64?«— 3«-|-9. 

Quant  au  reste,  on  ro))tiei|dni  en  faisant  :b = — 3  d^ns  le  polynon^e 
proposé.  On  trouve  ainsi  que  ce  reste  est  égal  à  — 7. 

PROBLÈME  L\%%V. 

Les  binômes  x^ — a"*  et  af^-^c^  sont-ils  divisibles  par 
û^ — a? 

Solution. 

i«  Pour  obtenir  le  reste  de  la  division  de  «* — a*  par  x  —  ^i,  il 
suffit  de  faire  a? = a  dans  le  binôme  proposé.  Il  vient 

r  :=  a*  —  a**  5=  0, 

Donc  la  différence  des  puissances  semblables  et  positives  de  deux 
quantités  est  divisible  par  la  différence  de  ces  quantités. 


«•^*x — a* 


jc— a 


a^^w\rgsf^^r^<Alffl^T\^,,,'r\cif^ 


On  formulerait  facilement  la  loi  de  formation  du  quotient. 

2®  Le  binôme  jî**-}-â*  est-il  divisible  pa»  x — «?  Non;  car  le  reste 
de  la  division  est 
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3**  Le  binôme  x^-^a^  est  divisible  par  x^a  ou  x — ( — a)  si  m 
est  pair  \  car,  dans  oe  cas,  le  reste  de  la  division  égale 

( — af* — aTz=ia^ — a'**  =  0. 

4°  Enfin,  a*"-|-û"*  ^st  (]iyisib]ç  p^f  x-^a  o}^  .?PTT--.("«sçr^)  M  m  est 
impair;  car  alors  le  reste  est 

( — a)"» -[-««*»= — «"»-)-«•"  =  0. 
Dans  ce  cas,  la  forme  du  quotient  est 


r«»H 


■€u: 


m— • 


+a'x'"-«--a»«"-»4-...  -fa"-». 


Le  dernier  terme  est  positif,  çnx,  puisque  ''^  est  impair,  m — 1  est 
pair. 

EXURGICES. 

68.  Multiplier  {3a*—ôbd-\-ef)  par(— 5a'-[-4Arf— 8c/"j. 
— Rép.  -1 5a*-|-37a'*rf-29a*e/-30i*Ép+4A^cdy-8c»/'. 

69.  Diviser   10a»i— 21a**'— Ipa»^— 3a'^--56flé»  par 
5a**— 3aè*-4-8^.— Rép.  Le  quotient  esX'îcf—^b—laV. 

70.  Diviser  le  polynôme 

x_fli«-f6* 


^ 

:r*— 2a»* 

:c» — û* 

x'^—e^b 

^>* 

+  4a»^ 

+  3a»* 

+  3û*» 

— 2û^>» 

^2a»*« 
— «^ 

— 2Ô* 

par  le  polynôme   (a*+/^*)4î*—  (a'  ^  ^)4J  rrr  tf .  -^  Rf p. 

$  2.  FRACTIONS  ALGÉBRIQUES.  —  SIMPLIFICATIONS. 

Notions  préliminaires. 

70.  Calcul  des  fractions  algébriques.  —  Une  fraction  algébrique 
est  l'indication  de  la  division  de  deux  quantités  quelconques. 
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Quoique  le  numérateur  et  le  dénominateur  ne  soient  pas  toujours 
des  nombres  entiers,  ce  qui  distingue  les  fractions  algébriques  des 
fractions  arithmétiques,  les  mêmes  règles  sont  applicables  aux  deux 
genres  de  fractions. 

7i.  SixpiiiFicATioifs. — La  simplification  d'une  expression  frac- 
tionnaire s^opère  en  supprimant  les  facteurs  communs  à  ses  deux 
termes. 

PROBLÈME  LXXXVI. 

Trouver  le  produit  et  le  quotient  de  or^  par  /2~". 

SolnlIoB. 

\  \ 

1-  «-"•=——    et     «-*=—--; 

1         i  \ 

donc  «""• .  a"*  =  — =-  .  — r-  =  -^rz  =  flf^'*^*\ 

^  Pareillement 

a*»       fl**         a"* 

Remarque. -~  L'emploi  des  exposants  négatifs  permet  de  pré- 
senter,  sous  forme  entière,  le  quotient  d'un  monôme  ou  d'un  poly- 
nôme par  un  monôme. 

PROBLÈME  LXXXVII. 

Plusieurs  fractions  étant  données ,  le  quotient  qu'on 
obtient  en  divisant  la  somme  de  leurs  numérateurs  par 
celle  de  leurs  dénominateurs  est  compris  entre  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  de  ces  fractions. 

Solution. 

1*»  Soient  -7,  t?,  —,  ...  -7,  les  fractions  proposées;  supposons- 
les  rangées  par  ordre  de  grandeur. 
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^    .  ^>^      ^^     ^^  '^     ^  rjT 

Puisque  r'>Â>>r'>  —  >^»  W 

a       o       c  m 

a  a  u 

Donc  ^4-^+ •••+'"<(^'+^'  + •••  +  '"')"?• 

En  ajoutant  a  aux  deux  membres  de  cette  inégalité ,  il  vient  : 
(.i+^+c+...+/w)<(a'+^'+c'...+/i,')J, 

d'où  1  on  conclut     ■.'.,','  — -^—i-  <  j/. 
2»  Pareillement  y  on  démontre  que 

En  effet,  de  la  relation  [1]  on  tire 

û>«.~7>    *>^-:zrM    c>c.--,,etc. 

Donc  (a^.i+c+...)>(a'+6'+c'+...)5. 

En  ajoutant  m  aux  deux  membres ,  il  vient 

(«+i4.o+...+m)>(«'+é'+c'+...+,«')5. 


Donc  finalement 


PROBLÈME  LXXXVIII. 

Simplifier  Texpression 


c.  Q.   F.  D. 


H'+n  Ct-.+«4z) 
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Solntlfin* 

L'expression  proposée  peut  s'écrire 


\         ab         )\  ^ab  ) 

V  a  )\^a.^b){a-b)J 


ou,  en  simplifiant^ 

«       •  {a+b){a^b) 

ce  qui  donne  finalement 

(ab^i^+b^j(aJ^b) 
^aè^iw-b)        * 


PROBLÈmS  LXXXIS. 

Si  les  quatre  quantités  a^  bj  c^d  forment  iine  propoiv 
tion  y  il  en  est  de  même  de 

(/wû*ft+i»i?W)*,  (wc«rf+/if^)*,  (^a»+^i»)S  (/H^+^^)*- 

fSoIntlon, 

Faisons  abstraction  de  l'exposant  qui  affecte  les  quatre  parenthèses 
proposées ,  et  voyons  s'il  est  exact  d'écrire 

mc?b  -}-  nal^      pc^  -|-  qV 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

l-  J  <?rf(crOT  +  dn)'^pàJ^ qiP' 
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0       b 
Or,  par  hypothèse,  on  a  -  s?  y 

, , ,  .  am      bn      a 

On  en  déduit  7Z"  =  :7^  =  7> 

cm       an      c 

et  — -  t   ^   ^^  7* 

Le  premier  membre  de  Tégalité  [1]  devient  donc 

ab     a à^b 

cd  *  c       4?ét 
Pareillement,  de  l'égalité  • 

ontire  ^-^^ 

L'égalité  [1]  revient  donc  à  la  suivante  : 

àb      à 

laquelle  est  certaine,  puisque,  par  hypothèse ,  -  =  ^      c.  q,  f .  d. 


EXERCICES. 

71 .  Multiplier  et  diviser  cf  par  /r-'.— Rëp.  Ta-*;  2'»  a'', 

72.  Vérifier  l'égalité  suivante  : 
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73.  Vérifier  légalité  ^^T^^'tt^^^'  =  ^^^""^l 

74.  Est-il  exact  d'écrire  : 


(-a(-^)  . 


—a^—ab—^  .   ^ 


CHAPITRE  II. 

ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ. 

§  1.  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ  A  UNE  SEULE  INCONNUE. 

Notions  préliminalreii. 

72.  DÉFINITIONS.  —  Deux  quantités  séparées  parle  signe  =  for- 
ment une  égalité.  Ces  quantités  sont  les  deux  membres  de  Tégalité. 

On  appelle  identité  une  expression  égalée  à  elle-même. 

Une  équation  est  une  égalité  contenant  une  ou  plusieurs  inconnues. 
Le  degré  d'une  équation  s'estime  par  la  plus  haute  puissance  des  in- 
connues dans  un  même  terme. 

Les  inconnues  doivent  être  déterminées  de  manière  qu'en  y  substi- 
tuant certaines  valeurs  Téquation  devienne  une  identité.  On  dit  alors 
que  Péquation  est  vérifiée^  qu'on  en  a  les  solutions^  les  rcicines^ 

73.  Pbincipes.  -»1.  On  n'altère  pas  une  équation  en  augmentant 
ou  en  diminuant  ses  deux  membres  d'un  même  nombre. 

2.  On  peut  multiplier  ou  diviser  les  deux  membres  d'une  équation 
par  la  même  quantité. 

Bemarque.  —  Il  faut  toutefois  que  cette  quantité  ne  contienne  pas 
l'inconnue;  autrement  on  introduirait  ou  l'on  supprimerait  une  solu- 
tion. 

74.  FoEMDLKs.  —  Si  l*on  nomme  A  le  coefficient  de  l'inconnue  et 
B  la  somme  des  termes  indépendants,  l'équation  du  premier  degré 
à  une  seule  inconnue  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Ax=B,     d'où     j?=— . 

A 

Remarqne.  -^SiB  =  0,x=:--;  c'est  le  symbole  de  la  nullité, 

A. 

SiA  =  0>  ;i;=r-î  c'est  le  s/mbofc  de  P  impossibilité  ou  de  V  infini. 
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Enfin,  si  l'on  a  en  même  temps  A  =  OetB  =  0,  ^^j^i  ^^^^^ ^^ 
symbole  de  l'indétermination, 

PROBLÈME  XG. 

Un  père  ordonne,  par  son  testament,  que  le  premier 
de  ses  fils  prenne  sur  son  bien  une  somme  a ,  plus  la 
71"  partie  du  reste  ;  que  le  deuxième  prenne ,  après  que 
le  premier  aura  prélevé  sa  part,  une  somme  2a  pluâ  la 
n*  partie  du  reste,  et  ainsi  de  suite.  Il  arrive  que  tous  les 
enfants  se  trouvent  également  partagés  et  que  le  bien  du 
père  est  tout  à  fait  épuisé.  On  demande  : 

V  he  bien  du  père;  2"*  la  part  de  chaque  enfant^  3/^  le 
nombre  des  enfants. 

Application  au  cas  particulier  où   a  =  )  000  fr,   et 

ftalitti«a« 

1»  Bien  du  père.  — Appelons  x  le  bien  du  père. 
Diaprés  l'énoncé ,  la  l>art  du  premier  enfant  égale 


+  x  —  a 
n 


X  "^~  CL 

U  reste  alors  x — a 


n 


La  part  du  deuxième  enfant  est 


X  —  a 


û^^  ^     _.a^  i  nx^^nn — x-\-a 

'  n  '  /î*  • 
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Gomine  les  enfants  so  trouvent  égalemetit  partagés  ^  on  a  : 

ou,  en  chassant  les  dénominateurs^ 

2a/»*  +  (/i —  l)a?  —  3flf/ï  -|-  a  =:  ar^  +  «or  -^a/i; 
d'où  l'on  tire  : 

a:  zzzan^^^^an  -}-  o  =:  a  («  -*•  1)*^ 

2»  Part  de  chaque  enfant,  -^Puisque  les  parts  sont  égales,  la  part 
de  chaque  enfant  est 

aA =a4-"-^ ±^a(n  —  1). 

3°  Nombre  des  enfants,  —  Ce  nombre  s'obtient  en  divisant  le  bien 
du  père  par  la  part  de  chaque  enfant. 

a{n  —  1  ) 

AppUeatloB.  —  Si  a=:  1 000  et  /z  =  5 ,  le  bien  du  père  est 
x  =  a(/2  — !)«=  1000  X4«=  16000  fr.; 
la  pai*t  de  chaque  enfant  égale 

fl(/i  —  j  )  =  1000  X  4  =  4000  fr. , 
et  le  nombre  des  enfants  est  /i— 1  ou  4. 

PROBLÈME  Xd. 

Deux  localités  A  et  fi ,  distantes  de  d  kilomètres ,  pro- 
duisent du  charbon.  Celui  qu'on  tire  de  A  coûte  sur 
place  a  fraacs  la  tonne  ;  b  est  le  prix  du  charbon  tire  de 
B.  Les  fVais  de  transport  sont  de  c  francs  par  kilomètre 
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et  par  tonne.  £n  quel  point  de  la  distance  d  serait-il  in- 
différent  de  faire  \enir  le  charbon  de  Â.  ou  de  B? 

On  appliquera  la  formule  trouvée  au  cas  particulier 
suivant  :  Rouen  est  à  1 37  kilomètres  de  Paris.  A  Paris  y  les 
100  kilogrammes  de  charbon  coûtent  V,25,  et  à  Rouen, 
4^,75.  Le  transport  par  le  chemin  de  fer  revient  à  0%09 
la  tonne,  par  kilomètre  parcouru.  En  quel  point  situé 
entre  Paris  et  Rouen  est-il  indifférent  de  s'approvi- 
sionner dans  l'une  de  ces  deux  villes? 

Solution. 

Désignons  par  x  la  distance  de  A  au  point  cherché. 
En  ce  dernier  ix)int,  la  tonne  de  charbon  vaut 

a-^'cx 

quand  elle  vient  de  A  ;  et,  quand  elle  vient  de  B^  elle  coûte 

b'\-  {d — x)c. 

Comme,  au  point  intermédiaire,  les  prix  de  revient  doivent  être  les 
mêmes,  on  a 

a -^  ex  =:i  b -^  {d  —  x)cy 

^cx  =z  b  '\-  cd  —  a 

b  -\-cd  —  a 


et  X 


2c 


DlseuBBloii.  —  Pour  que  x  soit  positif,  il  faut  qu*on  ait 

^  -|-  cr/  >  a. 

0        •  , 

Lorsque  ô-f-a/rzra,  ar  =  — =0;  le  point  cherché  est  le  point 

zc 

A  lui-même. 

Si  b'\-cd<^a,  a:  est  négatif  et  le  problème  impossible;  en  effet, 
le  charbon  tiré  de  B  revient,  quand  on  le  transporte  en  A ,  à  meiU 
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leur  marché  que  celui  qu^on  achète  sur  place  en  A.  Il  n^est  donc 
pas  possible  de  irouver  un  point  où  le  charbon  tiré  de  A  ou  de  B  re- 
vienne au  même  prix. 

Appllealloii.  —  En  remplaçant  les  lettres  par  leurs  valeurs  dans  la 
formule 


a: 


X    2c 


.,    .                    47,5  +  0,09  X  1 37  —  42,3       „„. .,  .,„ 
il  vient        *  =  ^    ;^o^o9 =  96".277. 

PROBLÈME  XGII. 

Deux  courriers  partent  simultanément  de  deux  villes 
A  et  B  distantes  de  d  kilomètres.  Les  vitesses  de  ces  cour- 
riers sont  constantes  et  respectivement  égales  à  ^  et  (^. 
On  demande  : 

V  ku  bout  de  combien  de  temps  ils  se  rencontreront  ? 

2^  Â  quelle  distance  des  points  A  et  B  ? 

On  se  servira  de  Tune  des  formules  trouvées  pour  ré- 
soudre la  question  suivante  :  —  On  sait  que  Lyon  est  à 
507  kilomètres  de  Paris  ;  deux  courriers  partent  au  même 
instant,  l'un  de  Paris  pour  Lyon,  avec  une  vitesse  de 
20  kilomètres  à  l'heure,  Tautre  de  Lyon  pour  Paris,  avec 
une  vitesse  de  12  kilomètres.  Dans  combien  de  temps 
se  rencontreront-ils,  et  à  quelle  distance  de  Paris? 

Solution. 

lo  Le  courrier  qui  part  du  point  A  (fig.  2j,  avec  une  vitesse  de  c 
mètres  par  seconde,  parcourt  vt  en  i  secondes. 

Fig.  3. 
^< d ^ e^ -> 

A^ , ^t- >C 

> 

Pareillement,  celui  qui  part  de  B  parcourt  <»'/« 

PR»  DE  MATH.  9 
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On  en  déduit      [ex]  pi  —  p't  ss:  c/, 


d'où  [1]         t=—ji 


2<^  Les  espaces  parcourus  par  les  deux  courriers  sont 


et  [3]        i?i  =  p7=  7—7. 


Remarqve.  •—  Si  les  mobiles  vont  en  sens  contraire,  l'équation  [a] 
dkvient 

d'où  [4]  ^  =  -J-,. 

Dlscassion.  — 1°  Lorsque  «''<«';  les  formules  [1],  [2],   [3] 
donnent  des  résultats  positifs;  la  rencontre  a  Heu  à  droite  du  point  B. 

î®  Lorsque  «''Î>p,  les  valeurs  de  f,  e^  e%  sont  négatives.  Elles 

indiquent  qu'il  y  a  -; secondes  que  les  deux  courriers  se  sont 

reaoontrés,  à  gauche  de  A,  et  à  des  distances  de  A  et  de  B  exprimées 

vd  p'd 

par  'i  .  *  ftt   /'    '. 

*^        if ç  s/ if 


3*  Si  t'isp'^  les  formules  [1],  [2],  [3]  se  présentent  sous  la  forme 


—,  symbole  de  P impossibilité, 

4*  L'hypothèse  €/  =  0  donne  r  =  0,  ^1  =  0  et  ej  =  0. 

5*  Enfin,  si  Pon  a  en  n^éme  temps  rf  =  0  et  p  =  p',  il  vient 

,0  0  0 

symbole  de  t indétermination  :  les  deux  courriers  sont  toujours  en- 
semble. 
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Ap|illeation«—  Dans  l'exemple  numérique  proposé^  on  doit, 
puisque  les  deux  courriers  vont  à  la  rencontre  l'un  de  l'autre,  faire 
usage  de  la  formule 

En  substituant  aux  lettres  leurs  valeurs ,  il  vient  : 

La  rencontre  aura  donc  lieu  à  20^^^  X  *5,84  ==  3i6^",8  de  Pari«, 

PROBLÈME  XCm. 

Le  minerai  d'une  usine  de  plomb  contient  23  p.  100 
de  ce  métal.  Le  plomb  qu'on  en  relire  contient  lui-même 
0,003  d'argent.  La  perte  en  plomb  produite  par  les  di- 
verses opérations  est  de  1 0  p.  1 00  ;  la  perte  en  argent 
est  regardée  comme  nulle. 

Le  prix  du  plomb  est  de  55  fr#  les  <00  kilogr.;  celui 
de  l'argent  pur  est  de  222',22  le  kilogramme. 

Les  produits  de  l'usine  s'élèvent  à  1  795  000  fr.  par 
an.  On  demande  : 

V  Quelle  a  été  la  quantité  de  minerai  traitée  dans 

l'usine  ?  2^  combien  il  y  a  eu  de  plomb  produit ,  et  copi<- 

bien  d'argent? 

SoInUoit. 

i*>  D'après  renoncé,  100  kilogrammes  de  minerai  contiennent  : 
23>^  de  Pb.  —  (0«i,003  d'Ag.  + 10^  de  perte)  =  12«ï,997  de  Pb. 

A-    -.AAi,-!         j       •        •       r          .  M2W997     dePb. 

Amsi  \  00  kilogr.  de  mmerai  renferment <   ^    '  ^^      „  ^ 

^  {  0   ,003     d'Ag. 

^=^'^^'^0^,12997  de  Pb. 


1^^  de  minerai  contient  donc. 


100 

0S003 

400 


=  0^,00003  d'Ag. 
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Appelous  X  la  quantité  de  minerai  traitée  dans  1* usine. 

...    ,       .        .         .  (0k«,12997xdePb. 

X  kil.  de  minerai  conuennent \  ^   \^^^ .     „ . 

(0    ,00003jc  d'Ag. 

Puisque  100  kil.  de  Pb.  valent  55  fr.,  0,12997a; kii.  produisent 

0^,55  X  0,1 2997x. 

Pareillement,  puisque  \  kil.  d'argent  vant  222^22,  0,00003a:  kil. 
donnent 

222^22  X  0,00003x. 

Les  produits  de  l'usine  s'élevant  à  1  795000  fr.  par  an,  nous  au- 
l'ons  donc  pour  équation  du  problème  : 

0,55  X  0,12997ar  +  222,22  X  0,00003ar  =  1 795000, 

1795000 


d'où 


0,55  X  0,12997+222,22  X  0,00003  ' 
=  22968620  kil.  de  minerai. 


2°  Combien  y  a^t^il  de  plomb  produit ,  et  combien  d* argent? 

,,.,,...  ,.,  (0^>,12997dePb. 

1  kil.  de  minerai  contient,  avons-nous  dit,  <  ,^     .^r^^x^o  i>  a 

'  (0    ,00003  d  Ag. 

Par  conséquent,  22968620  kil.  de  minerai  contiennent 

0'^*^12997  X  22968620  de  Pb. , 
ou  2985231»^»,5414dePb. 

Pareillement,  22968620  kil.  de  minerai  contiennent 

0,00003  X  22968620  d'Ag., 
c'e»t-à-dire  689»^",0586  d'Ag. 
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EXERCICES. 


75.  a  est  Tâge  d*un  père,  b  l'âge  de  son  fils;  dans  com- 
bien de  temps  l'âge  du  père  sera-t-il  double  de  celui  du 
fils  ?  —  Rép.  Dans  [a  —  2è)  années. 

76.  Deux  villes  A  et  B  sont  distantes  de  225  kilomètres. 
En  A,  les  100  kilogr.  de  charbon  coûtent  3',75;  en  B, 
ils  reviennent  à  4^25.  En  quel  point  est-il  indifférent  de 
faire  venir  le  charbon  de  A  ou  de  B?  On  sait  que  le 
transport  de  100  kilogr.  de  charbon  revient  à  0S08  par 
kilomètre. —  Rép.  Le  point  cherché  est  à  1 1 5'"',625  de  A. 


77.  Les  deux  aiguilles  d'une  montre  marquent  midi;  on 
demande  :  1^  Dans  combien  de  temps  elles  se  rencon* 
treront  ?  2*  à  quelle  distance  du  point  de  départ?  —  Rép. 
r  A  1*"  5"  VV;  2^  à  5  divisions  ^. 

78.  Un  robinet  peut  remplir  un  bassin  en  c  heures,  et 
deux  orifices  peuvent  le  vider  l'un  en  a  heures,  et  l'autre 
en  b  heures.  En  combien  de  temps  le  bassin  sera-t-il 
rempli,  si  l'on  ouvre  à  la  fois  le  robinet  et  les  deux  ori- 
fices? — •  Rép.  -7 r-- 

*     ab  —  ac  —  bc 

S  2.  PROBLÈMES  DU  PREMIER  DEGRÉ  A  DEUX  OU  PLUSIEURS 

INCONNUES. 

NotloiiB  préUmlnalres. 

7o.  Équations  du  I*'  dbgbiê  à  deux  inconnues.  — La  forme  géné- 
rale d'un  système  quelconque  de  deux  équations  à  deux  inconnues 

est  : 

or  -|-  ^/  =  A"  , 


[A]   { 
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Pour  résoudre  un  pareil  système ,  il  faut  éliminer  Tune  des  încon- 
nuesy  c* est- à-dire  déduire,  des  deux  équations  données,  une  nouvelle 
équation  qui  ne  renferme  plus  cette  inconnue,  et  de  laquelle  on  puisse 
tirer  la  valeur  de  Tautre. 

Trois  méthodes  sont  employées  pour  efrectuel*  cette  élimination  :  la 
méthode  de  substitution ,  la  méthode  de  réducdon  et  l'élimination 
par  comparaison. 

La  ifnbstitatioH  consiste  à  tii'er  de  Tune  de»  deux  équations,  la 
première  par  exemple  ^  la  valeur  de  Tinconnue  x,  et  à  remplacer  ^ 
par  cette  valeur  dans  la  V  équation.  On  arrive  ainsi  à  une  3*  équa- 
tion qui  ne  contient  plus  qu'une  inconnue^;  on  cherche  la  racine  de 
cette  équation ,  et  Ton  transporte  cette  racine  dans  l'une  des  deux 
équatiotis  proposées.  L'équation  unique,  à  une  seule  inconnue,  qui 
résulte  de  oette  substitution ,  permet  d'obtenii*  la  valeur  de  la  2*  iu<^ 
connue  x. 

Quand  on  veut  procéder  par  réduction^  bn  multiplie  la  1"  équation 
par  le  coefficient  de  or,  par  exemple^  dans  la  S*,  et  inversement  la 
â*  équation  par  le  coefficient  de  a  dans  la  première»  Gela  fait,  on  re- 
tranche Tune  de  Tautre  les  deux  équations  ainsi  obtenues,  si  les  termes 
en  X  ont  le  même.signe;  on  les  ajoute  au  contraire  membre  à  membre, 
lorsque  les  termes  en  x  ont  des  signes  différents.  Par  suite  de  cette 
soustraction  ou  de  cette  addition ,  on  arrive  à  une  équation  à  une 
seule  inconnue  j;  la  racine  de  cette  équation  est  l'une  des  valeurs 
cherchées.  L'autre  inconnue  s'obtient  en  multipliant  la  1"^®  équation 
par  le  coefficient  de  7  dans  la  2l«  et  inversement,  en  retranchant  ou 
en  ajoutant  les  équations  ainsi  formées,  et  en  cherchant  la  racine  de 
l'équation  en  x  qui  en  résulte. 

Enfin  l'élimination  par  comparaison  s'effectue  en  tirant  la  valeur  de 
l'une  des  inconnues  jr,  par  exemple,  de  chacune  des  deux  équations 
proposées  et  en  égalant  les  deux  expressions  trouvées  de  la  sorte. 
L'équation  en/  qui  en  résulte  permet  de  calculer  la  valeur  de  jr.  Une 
marche  analogue  conduit  à  la  valetir  de  ft« 

En  appliquant  l'une  des  trois  méthodes  que  nous  venons  d'indi* 
quer,  ou  arrive  aux  formules  suivantes  : 


kV—bV  ak'^ka' 
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70*  ÉQùÀtton»  A  ^Bois  iHctmiftBè.-^Gés  é^uatk^hs  isottt  dé  la  forâië 

Iax  '\'hy   -{-cz   =/•, 
«"j?  4-  b'y  4-  c''z  =  r . 

Les  formules  qui  donnent  les  valeurî  de  ;r  ^  ^  et  s  sofit  ah€%  eimi- 
pliquées  :  il  ne  faut  pas  songer  à  en  faire  usage  pour  ]a  résolution 
des  équations  numériques  3  dans  la  pratique,  il  est  plus  simple  de  trai- 
ter directement  chaque  système. 

77.  Système  de  m  équations  a  m  inconnues.  — Pour  résoudre  un 
système  de  m  équations  à  m  inconnues,  on  commence  par  éliminer 
une  inconnue  entre  l'une  de  côs  équatiotis,  là  première^  par  exeiUple, 
et  chacune  des  m — i  autres.  Le  système  des  m — 1  équations  à  >W— "I 
inconnues  que  l'on  compose  de  la  sorte  est  équitàlent  àu  proposé.  On 
élimine  ensuite  une  nouvelle  inconnue  entre  l'une  des  m  —  i  nou- 
velles équations  et  les  m — 2  autres;  on  obtient  ainsi  m — 2  équations 
km — 2  inconnues.  Où  continue  de  la  mènie  moHière  ju^u'à  ce  qU'on 
arrive  à  une  équation  à  une  seule  inconnue.  Cette  équation  finale 
donne  la  valeur  de  l'inconnue  qu'elle  renferme;  on  porte  cette 
valeur  dans  la  plus  simple  des  équations  à  deux  inconnues ,  ce  qui 
permet  d'obtenir  la  valeur  de  la  2*  inconnue ,  et  l'on  remonte  ainsi , 
d'équation  en  équation,  jusqu'à  l'une  des  m  équations  données. 

Remarque*  —  On  ne  suit  pas  toujours  la  règle  générale  que  nous 
venons  d'énoncer.  Souvent,  pour  simplifier  le  calcul,  on  a  recours  h 
des  artifices  qu'aucune  formule  ne  donn^y  naais  qu'inspire  l'examen 
du  système  proposé. 

78.  Système  de  m  ibquations  a  n  inconnues.  —  Lorsque  le  nombre 
des  équations  est  inférieUi*  à  celui  des  IncoUnUes,  le  système  est  indé- 
terminé. Si,  au  conti*aire,  Iç  nombre  des  équations  est  supérieur  à 
celui  des  inconnues,  il  faut  que  certaines  conditions  soient  remplies, 
pour  que  toutes  les  équations  soient  satisfaites  par  les  mêmes  valeurs 
des  inconnues. 

MOfiLÈlf  E  XdV. 

Calculer  la  puissance  calorifique  d'un  stère  de  bois 
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qui  pèse  400  kîl.  et  qui  se  compose  d'un  mélange  de 
chêne  et  de  sapin.  On  sait  : 

V  Que  le  chêne  pèse  450  kil.  le  mètre  cube,  et  le 
sapin  325  kii.  ; 

2*  Que  la  quantité  d'eau  dont  la  température  s'est 
élevée  de  0*  à  1 00*  par  la  combustion  d'un  stère  de  bois 
est  de  12150  kîl.  pour  le  chêne,  et  de  8775  kil.  pour 
le  sapin. 

Solatioii* 

Appelons  x  le  volume  du  chêne,  et  r  celui  du  sapin  contenus  dans 
un  stère  de  bois. 

On  a  pour  1'*  équation 

[1]  x+7  =  l. 

Recherche  d'une  ^^  équation. — Puisque  i"**  de  chêne  pèse  450  4il., 

ar™**  pèseront  450j:. 

Pareillement  on  trouve  que  r"*'  pèsent  335>*. 

Le  poids  total  devant  égaler  400  kil.^  la  seconde  équation  est 
[2]  450  a- +325^=400. 

Il  s'agit  maintenant  de  résoudre  le  système  suivant  : 

[1]  ^+r=i, 

[2]  450x  +  32S/=400. 

L'équation  [1  ]  donne  j  =  1  — ^- 

Transportons  cette  valeur  de  f  dans  l'équation  [2] ,  il  vient  : 

4S0X+325  0— x)  =  400, 
ou  (450— 325). r=:  400  —  325. 
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75       3"»'*  2"'« 

Par  conséquent       a?=—  =  — ,et^=s — , 


Galcal  de  la  paissance  calorifique  du  mélange, 
jm.e  ^e  chêne  ayant  pour  puissance  calorifique  i2i50, 

3  12150X3 

-met.  cub.      auront -^—•==2430X3=   7290 

5  5 

De  même,  1""*^  de  sapin  ayant  pour  puissance  calorifique  8775, 

a  8775 'i^  2 

^  met.  cub.         auront — -jf^  =  1755  X  2  =   3510 


Puissance  calorifique  d'un  stère  de  bois  mélangé =  10800 

PROBLÈME  XCV. 

Un  lingot,  alliage  d*or  et  d'argent,  pèse  1 000  grammes 
dans  Tair  et  942  grammes  dans  Teau.  Combien  ce  lin- 
got contient-il  de  grammes  de  chaque  métal?  On  sait 
que  la  densité  de  Tor  est  19,25  et  celle  de  l'argent 
1 0,47. 

Solution. 

Soient  â?  et  /  les  poids  d'or  et  d'argent  contenus  dans  le  lingot. 
Puisque  le  lingot  pèse  1000  gr.  dans  Taîr,  on  a  pour  l'*  équation 

[1]  ^+7  =  1000. 

Recherche  d'une  2'  équation»  —  Dire  que  la  densité  de  ror  =  19,25 
revient  à  dire  que  19ce%25  d'or  plongés  dans  l'eau  perdent  1  gr.,  et 

'  ^-  •''°'"'  lés  «'*• 

Pareillement,  jr  gr.  d'argent  perdent  ■   '^  ■   gr. 
Or  la  perte  totale  est  1000  ^  942  =  58  grammes. 
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La  2*  équation  est  donc 


Il  s'agit  maintenant  de  résoudre  les  dent  é<]nktiéb&  : 

[1]  X-fj=:1000, 

f^î  1^5  +  ^7  =  ''- 

On  trouve  facilement    x=  SGls'^OTb 

r=.   138  ,925 
Total. . . . .  =  1000  grammes. 

PROBLÈME  XGVI. 

Résoudre  le  système  suivant  t 

Bolntleii» 

Chassons  d^abord  lés  dénominateurs  : 

ni  353?      21r  ,  30g  __  6090 

P      20jc_  8r    ,    Tz  _  1 392 
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Le  système  des  trois  équations  proposées  revient  donc  au  suivant  : 

/  [1]  85x4-24/-f  30iai±§090, 

C  I    [2]  15ar+   2j-f   ^«=   912, 

(  [3]  20*  —  8/+  7«  =  1392. 

Multiplions  les  deux  membres  de  la  i'^  équation  par  4,  et  ceux 
de  la  2«  par  30  : 

140x  +  84/+Mz  =  24360 

480jr  + 60/+ M;s  =  2'Î360 

Différence  [4]  3l0a?— 24/  =   3000. 

Multiplions  de  même  les  deux  metnbrds  de  la  1**  équation  par  7 ,  «t 
ceux  de  la  3*  par  30  : 

245;r+1477+N«  =  42630 
eOOor— 240/+N5;  =  4Î76Û 


ijifcf^«»i»t  m  «  ««O^— ^— ^a 


Différence  [5]  355x — 387/  =  —  870. 

Résolvons  maintenant  le  système 


^  (  [4]    3i0x—  247=3000 
[  [5]    355^  —  3877=:— 87 


[5]    355x  —  387/  =:  —870. 

Pour  cela,  multiplions  [4]  par  387  et  [5]  par  24  : 

1199700?— Pr  =  1161 000 

8520ar  —  P/=— 20880 

Différence  [6]  111450X  es  1181880 

x=  '  -^  lU.o. 

11145  * 

Portons  cette  valeui^  de  x  dans  l'équation  [4]  y  système  D 

310X10,6—247  =  3000 
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Enfin  portons  les  valeurs  de  x  et  j  dans  Téqnation  [3] ,  système  G  ; 

20X10,6— 8  XH,0  +  7a  =  1302 

1278  2 
3  =  21^  =  182,1. 

PROBLÈME  XCVII. 

La  date  de  Tinvention  de  l'iniprimerie  par  Guttem- 
berg*  est  exprimée  par  un  nombre  de  4  chiffres.  Le  chiffre 
des  unités  est  double  de  celui  des  dizaines;  le  chiflre  des 
mille  est  égal  à  Texcès  du  chiffre  des  centaines  sur  celui 
des  dizaines,  et  la  somme  des  4  chiffres  est  égale  à  14. 
De  plus ,  si  Ton  augmente  le  nombre  considéré  de 
4905  unités  y  on  olltient  ce  même  nombre  renversé. 
Quelle  est  la  date  cherchée? 

Solution. 

En  désignant  par  w ,  ^,  c ,  w  les  chiffres  des  unités ,  dizaines ,  cen- 
taines et  mille  qui  composent  le  nombre  dont  il  s'agit ,  on  a ,  d*aprè$ 
l'énoncé  : 

[2]  niT=zc — <f, 

[3]  M+^-|-c+m  =  14, 

[4]i£+i0É?+i00c+1000/w+4903  =  1000«+100if+10r+/iî. 
Cette  dernière  équation  devient,  après  simplification, 
[5]  lll«  +  10rf— 10c— lli/w=:545. 


*  Jean  Guttemberg  ^  inventeur  de  l'impriinerie,  né  i  Mayence,  en  1400, 
mort  en  1468. 
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En  retranchant  la  2"  équation  de  la  S**,  on  obtient 

d'où  [a]  w  =  i4  — 2c. 

Dès  lors,  la  1"'  équation  donne 

et  la  2%    [y]  w  =  c  — fl?  =  2c— 7. 

En  substituant  à  u^detm  leurs  valeurs  en  fonction  de  c  dans  Té- 
quation  [5] ,  il  vient  : 

111(14  — 2c)  +  i0(7  —  c)  — 10c— 4li(2c  — 7)  =  545. 

1856       , 

^  =  -46^  =  ^- 
On  en  déduit  : 

«  =  6,         d='d     et    /«  =  !. 
La  date  de  l'invention  de  l'imprimerie  est  donc  1436. 

EXERCICES. 

79.  D'après  Vitruve*,  la  couronne  offerte  par  Hiëron** 
au  dieu  Jupiter  pesait  20  livres.  Ârchimède  trouva  qu'elle 
perdait  1  livre  \  dans  Teau.  £n  supposant  qu'il  n'y  en- 
trât que  de  l'or  et  de  l'argent ,  dont  les  poids  spécifiques 
sont  19|25  et  10,47,  combien  y  avait-il  d'or  et  combien 
d'argent  dans  cette  couronne? —  Rëp.  a:  =  15*',  15  et 
^=4«'-,85, 

80.  On  a  deux  liquides  dont  les  densités  sont  1,3  et 


Vitruve^  architecte  romain^  natif  de  Vérone,  florbsaitau  1<' siècle  av.  J.  C. 
Uiéron^  tyran  de  Syracuse,  régna  de  Tan  478  avant  J.  C.  à  l'an  467. 


H3  PREMIÈRE  PARTIE. 

0,7.  Combien  faut-il  prendre  de  litres  de  chacun  d'eux 
pour  en  former  un  mélange  dont  la  densité  soit  0,9  et 
le  volume  3  litres  ?  —  Rép.  x=:i;j'=2. 

81 .  Trois  nombres  sont  tels  que  le  produit  dû  1*  par 
le  2«  égale  42 ,  le  produit  du  1  •^  par  le  3*  égale  A8 ,  et  le 
produit  du  2''  par  le  3**  égale  56.  Quels  sont  ces  nombres? 
-—  Rép.  6,  7  et  8. 

82.  Une  personne  possède  un  certain  capital  qu'elle 
fait  valoir  à  un  taux  inconnu.  Une  2*  personne  a  1 5  000  fr. 
de  plus  que  la  1";  elle  fait  valoir  son  capital  à  un  taux 
qui  surpasse  le  l*'  de  1  p.  1 00,  et  son  revenu  est  supérieur 
de  850  fr.  à  celui  de  la  l**  personne.  Une  3'  personne 
possède  20000  fr.  de  plus  que  la  1";  elle  fait  valoir  son 
capital  à  un  taux  qui  surpasse  le  l*»  de  2  p.  100,  et  son 
revenu  est  égal  à  celui  de  la  1'%  augmenté  de  1500  fr. 
1  **  Quels  sont  les  capitaux  placés  ?  2**  A  quels  taux  les 
placements  sont-îls  faits?  — Rép.  V  25000;  40000  et 
45000  fr.  2o  3  p.  100;  4  p.  100;  5  p.  100. 


CHAPITRE  m- 

ÉQUATIONS  DU  DEUXIÈME  DEGRÉ. 

S  U  PROBLÈMES  DU  DEUXIÈME  DEGBË. 
Notions  préllmiBalres* 

79.  FoBifi»  DE  l'iIquation  du  s*  DBG1U&  A  OVB  mooimnB.  —  La 
forme  la  plus  générale  de  réqaation  da  â«  degré  à  une  inoonnue  est 

Si  Ton  divise  tous  les  termes  par  a  et  si  l'on  représente  -  par  p 

c 
et  -  par  ^,  on  a 

« 
[2]  ar>+/?ar  +  ^=:0. 

80.  Fo&mjLEs*  •*«-  L'équation  [2]  a  pour  racines 


w 


=-f±\/?^- 


Quant  aux  radnes  de  Téquation  [i],  elles  sont  données  par  les 
formules 

roT  — b±Jb* — kac       .,      ^. 

[pj  x=  i — -^ ,  SI  à  est  impair; 


M  ^^ ' ,  M  i=W. 

Remarque.  — •  Lorsque  la  quantité  soumise  au  radical  est  néga- 
tive, on  dit  que  les  racines  de  Téquation  proposée  sont  imaginaires. 

81.  Relations  entas  les  coefficients  et  les  eagines.  — •  Dans  toute 
équation  de  la  forme  Ji^^^px  ^  ^  =  0 ,  la  somme  des  racines  est 
égale  au  coefficient  de  x,  pris  en  signe  contraire,  et  le  produit  de 
ces  racines  égale  le  terme  indépendant. 


' 
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C'est  ce  qu'expriment  les  formules 

^1^1  =  ^» 
en  désignant  par  je^  et  x^  les  racines  de  Téquation  donnée. 

82.  — Décomposition  vu  teinome  du  2'  degré  en  figteubs  du  1*'. 
Le  trinôme  x^ -\' px -{■•  q  est  décomposable  en  deux  facteurs  du 
i*^  degré;  ces  facteurs  sont  les  restes  obtenus  en  retranchant  de  x suc- 
cessivement chacune  des  racines  de  l'équation  qu'on  forme,  lorsqu'on 
égale  le  trinôme  à  zéro. 

On  a  donc  la  relation         ^ 


Si  le  trinôme  est  de  la  forme  ax*-\'bx'\-Cf  la  relation  devient 

ax^  -^bx-^-cz^za^x — Xi)  (d? — Xf) . 


PROBLEME  XCVni. 

Quelle  serait  la  base  du  système  de  numération  dans 
lequel  602  serait  représenté  par  738? 

Solutioii. 

Soit  X  la  base  de  ce  système  de  numération  ;  738  peut  alors  s'écrire 

7a:»-f  3jc  +  8. 

Et  comme  738  doit  représenter  602,  l'équation  du  problème  est  : 

7*«+3a:4-8  =  602 
ou  7a7*+3a?— 594  =  0. 
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^         ,,,  .                     — 3dbv/9  +  4.7.594 
On  en  déduit  :  x = V,  ' 

2.7 


— 3±v/46641       — 3±429 

14  14       ' 

<i'où  jcj  =  9. 

Quant  à  Fautre  valeur  de  Xy  elle  est  négative  et  doit  être  rejetée« 
C'est  donc  dans  le  système  de  numération  dont  la  base  est  9  que 
602  s'écrira  738. 

PROBLÈME  XCIX. 

Trouver  un  triangle  rectangle  dont  les  trois  côtés 
soient  trois  nombres  entiers  consécutifs. 

Solution. 

Si  nous  désignons  par  x  le  plus  petit  côté  du  triangle,  le  second 
sera  a?-[-l  >  Phypoténuse  égalera  j:-|-2  ,  et  Ton  aura 

d'oà  a:»— 2ar  — 3=i0 

et  ^i  =  l+V^4  =  3. 

w  * 

Les  trois  côtés  du  triangle  sont  donc  :  3,  4  et  5. 
Remarque.  —  La  racine  x^  est  négative  et  doit  être  rejetée. 

PROBLÈME  C 

La  surface  d'un  rectangle  est  de  216  mètres  carrés; 
son  périmètre  égale  60  mètres.  Quels  sont  les  côtés  de 
ce  rectangle? 

Solution. 

Appelons  x^  et  x%  les  côtés  du  rectangle,  nous  aurons 

et  a:jarj  =  216. 

PR.  DE  MATH.  10 
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Il  en  résulte  que  x^  et  x^  sont  les  racines  de  l'équation 


d'où  ^  =  «5±v/225— 216. 

Donc  xi  =  i  8 , 

et  xj  =  12. 

PROBLÈME  a. 

Quelle  doit  être  la  valeur  du  3*  terme  de  l'équation 

pour  que  la  différence  entre  les  carrés  des  racines  soit 
égale  à  39? 

Solntion. 

Désignons  par  «  et  ^  les  racines  de  l'équation  proposée  :. 

[1]  a  +  p  =  43, 

[2]  a«-p«  =  (.+p)(.--p)  =  39. 

Divisons  membre  à  membre  les  équations  [2]  et  [1] ,  il  viendra  : 

«— p=3. 
Mais      .  «+p  =  l3 

Donc  «  =  —  =  8 

10 
el  P  =  T  =  ^- 

Comme  on  sait  que  ^  =  «p ,  on  a  y=  40. 

PROBLÈME  en. 
Une  pierre  tombe  dans  un  puits.  Entre  l'instant  où 
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elle  commence  à  tomber  et  le  moment  où  le  bruit  qu  elle 
fait,  en  touchant  le  fond,  revient  frapper  l'oreille  de  l'ob- 
servateur, on  note  un  intervalle  de  T  secondes.  Quelle 
est  la  profondeur  du  puits? 

SolatloB. 

Le  temps  T  qui  s'écoule  entre  le  moment  de  la  chute  et  celui  où  le 
bruit  du  choc  est  perçu  par  ^observateur  se  compose  de  deux  par- 
ties :  d'une  partie  t,  qui  est  l'intervalle  de  temps  mis  par  la  pierre  pour 
parcourir  la  profondeur  du  puits  ou  x,  et  d'une  partie  t*  employée 
par  le  son  pour  franchir  le  même  espace,  en  sens  inverse. 

Or,  l'espace  parcouru  par  un  corps  grave ,  pendant  un  temps  i,  est 
donné  par  la  formule 


.=£•,    d«  ,=  y/Ç. 


D'autre  part,  on  a,  en  désignant  par  ç  la  vitesse  du  son, 


X  =  vt*,     d'où     /'  =  -. 


On  en  déduit:  T  =  ï+ï'=  l/— +*j 


d'où 


V^=^-v 


et,  en  élevant  les  deux  membres  au  carré > 


De  là  Péquation 


2x      ^      2T      ,  or» 


BUenssIoB.*- Cette  équation  a  deux  radnes^  l'une  d'elles  doit 
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être  rejetée,  la  plus  grande.  En  effet,  si  nous  résolvons  réquation  [a], 
il  -vient  : 


^.+î-v/0+îy-5 


p* 


T      1 
Or,  la  l'*  racine  excède  évidemment  —  :  -y ,  puisque  le  numéra- 

T 

teur  est  l^ — î  la  l'*  racine  donne  donc 

ce  qui  est  impossible. 

La  â^  racine  convient  donc  seule. 


EXERCICES. 

« 

83.  Partager  590  en  deux  parties  dont  le  produit  soit 
80464.  — Rép.  376  et  214. 

84.  Sur  un  terrain  plat  on  veut  établir,  pour  un  trou- 
peau de  moutons,  un  parc  rectangulaire  qui  ait  6400  mè- 
tres carrés  et  dont  le  périmètre  égale  400  mètres.  Quels 
seront  les  côtés  de  ce  parc? —  Rép.  160  et  40. 

85.  Quelle  doit  être  la  valeur  de  p  dans  l'équation 

a;* -[-/?a; -|- 3/?  =  0 , 

pour  que  l'une  des  racines  soit  double  de  l'autre  ?  — 
Rép.  jt?==l3,5. 

86.  Trouver  la  valeur  de  q  dans  l'équation 

sous  la  condition  que  l'une  des  racines  soit  quadruple  de 
Vautre.  —  Rép.  <jr  =  16. 
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$  2.  EQUATIONS  RÉDUCTIBLES  AU  DEUXIÈME  DEGRË. 

Notions  préliminaires. 

85.  Équations  t&inomes.  —  Lorsqu'une  équation  trinôme  est  de  la 
forme 

[a]  /îa:**»-j-èx'*-f-^  =  û, 

on  considère  x"*  comme  l'inconnue  ;  a?^  est  le  carré  de  cette  inconnue 
et  l'équation  se  résout  comme  celles  du  2'  degré.  C'est  ainsi  qu'en 
posant  jT^rrsj,  on  a 

—b±i^b^^kac 


d'où  y= 


^a 


*=V h • 

84.  Équations  BicAEBiss. — Lorsque  m  =  2^  Téquation  trinôme 
prend  le  nom  adéquation  bicarrée  et  devient 

<M?*  -f-  ba^  -|-  c  =  0 , 


*=V' 


,.   ,  „       .  ,  ^b±Jb^^kac 

d'où  l'on  tire  -  —  -  /  v 


2a 


8S.  Équations  BINOMES  et  réciproques. — Des  artifices  de  calcul 
permettent  de  ramener  au  2*  degré  certains  cas  particuliers  de  îéqua^ 
tion  binôme  j:"'±A  =  0,  .et  V équation  réciproque"^ 

ar*-f  Px»+Qx*-f  Px+i  =0. 


*  On  nomme  équations  réciproques  celles  qui  restent  les  mêmes  lorsqu'on 
y  change  jp  en  ~. 
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PROBLEME  dlL 

Connaissant  le  côté  d'un  polygone  régulier  inscrit  et 
le  rayon  du  cercle,  calculer  le  côté  du  polygone  régulier 
inscrit  d'un  nombre  de  côtés  double. 

SolflttiMi. 

Soient  AB  =  a  et  AG  =^;  dans  le  triangle  rectangle  A£C  (fig  JS)^ 
on  a 


û' 


=-^  +  (R-OE)« 


=^(-v/--?) 


z + 11.4.11.. 


-î-»\/^ 


d'où 


ou  bien 


X = y  2R»-2R  y/ft*— J', 


Remarques.  —  I.  On  peut  encore  résoudre  cette  question  de  la 
manière  suivante  : 

Appelons  y  la  corde  supplémentaire  AD;  nous  aurons 
[1]  a:»+/  =  4R« 

[2]  xy  =  aR. 
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En  doublant  réquation  [2],  en  l'ajoutant^  ainsi  modifiée,  à  Téqua* 
tîoû  [i  ] ,  puis  en  la  retranchant  de  la  même  expression ,  il  vient  : 


x+r=v/4R*+2«R=  2  i/r  (r  +  I) 


et 


-j=-.V^4R«— 2aR  =  — 2y^R^R-0, 


d'où  x=yR(R+|)-y/R(R-|). 

Le  second  radical  est  affecté  du  signe  — ^  parce  que/^-^. 

II.  Cette  transformation  d'un  radical  double  en  deux  radicaux 
simples  ne  peut  pas  toujours  être  effectuée;  l'exercice  suivant  donne 
les  conditions  que  les  quantités  soumises  aux  radicaux  doivent  rem* 
plir,  pour  que  la  transformation  soit  possible. 


PROBLEME  OV. 

A  quelle  condition  peut-on  remplacer  une  expression 

de  la  forme  ^k^^B  par  une  somme  de  deux  radicaux 
simples,  et  poser 

[1]  \/a+^b  =  v^+v^, 

uet  if  étant  raticmnels? 

Application  au  radical  double  ^1  —  2ry^i— x*. 

9olaUoB. 

En  éleTam  mi  catté les  deux  memlNres  de  Texpresnon  [1],  on  ob^ 
tient 


152  PREMIÈRE  PARTIE. 

relation  à  laquelle  on  satisfait  éyidemment,  si  l'on  pose 

A  =  «-j-P        et      ^=2^w, 

et  par  suite  A  =  le -f~ ^        et         B  =  4up. 

On  voit  par  là  que  u  et  p  sont  racines  de  l'équation 


d'où  ai  =  «  =  -+i/— 


—  B 


et 


A      ,  /a»  — B 


Si  donc  A* — B  =  C*«  les  valeurs  de  u  et  de  p  sont  rationnelles  et 
la  transformation  est  effectuée  par  la  formule 


VIT75=v/^+v/ïp. 


Remarque*  —  Si  l'on  avait  à  transformer  V-^— '^B,  on  arrive- 
rait pareillement  à  la  formule 

Application.  — -  Dans  l'expression  y  1  —  ^xsji  —  x^j  on  a 

A  =  i       et      B  =  4;c*— 4j:* 
et  A«— B  =  l  — 4a:«  +  4ar*=(l— 2a;7  =  (?. 

Donc 


Bemarqne.  —  On  prendra  le  signe  -|-  ou  le  signe  — ,  en  ayant 
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égard  aux  valeurs  de  x,  et  de  façon  que  le  résultat  soit  de  même 
signe  que  le  radical  proposé. 


PROBLEME  GV. 

Résoudre  les  équations  binômes 

[1]  ^*_a»=0,     [2]  ^+a»=0,     [3]  a?—(â=Q. 

SolattoB* 

1®  Comme  a^ — a'  est  divisible  par  x — a,  l'équation  [1]  peut 
s'écrire 

{x — à)  (ar*-j-^w?+^)  3=0, 
Les  valeurs  de  x  sont  donc  : 


et.  X8  =  -.--y/^--a«. 

Remarque.  —  Les  deux  dernières  valeurs  sont  imaginaires. 

2"  Le  binôme  x*-|-û'  tst  divisible  par  x-\-a\  Féquation  [2]  peut 
donc  s'écrire 

(a?-{-û)  (a:*— ax -{-«*)  =  0; 
d'où  Xi  =  — a, 

a       ^   le?        , 
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S**  Le  binôme  a^ — a"  est  divisible  par  x — a\  («a  donc 

On  en  conclut  que  l'une  des  racines  de  l'équation  [3]  est  a^  =  a. 
Cherchons  à  présent  les  valeurs  de  x  dans  Téquation 

et,  pour  cela,  posons  x  =  a/;  il  viendra 
Divisons  par  /■  : 


i         1 


ce  qui  peut  s'écrire 


(^+^)  +  (r+i)+i  =  o.    W 


i 

Posons  maintenant  ^-f-  -  =  2, 


»'=(r+î)W  +  ^+2. 


L  équation  [a]  devient  donc 

ou  2*4"^"""*=®' 

On  en  déduira  la  valeur  de  z«  On  portera  alors  cette  valeur  dans 

l'expression  j^-j — =«  on^ — yz-^-i  =0;  et  Ton  obtiendra  de  la 

sorte  quatre  valeurs  dej  qui,  multipKées  par  a,  donneront  xi,  xj,  x% 
et  ^4. 
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PROBLÈME  CVI. 

Résoudre  l'équation  a^ — 3a:'-|-3x— 1  =0. 

fikiliitloii* 

Le  premier  membre  de  cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

a?*  — 1— 3ar(x* — 1)  =  0, 

{a^—  1)  (a:«+ 1)  —  3^  (x«  — 1)  =  0, 

ou  (:c"  — 1)(^— 3a:  +  l)  =  0; 

équation  .satisfaite  pourxzndbl ,  ou  bien  lorsque  x  égale  Tune  des 
racines  de  Péquadon 

a;«_3x-|-i=0. 


Donc  x=-±t/-: — 1^ 


2       V  4 


,       .   j.  3  +  v/H  3  — v^ 

c'est-à-dire  jri  =  -     '  et    j:j  =  — s^» 

2  z 


PROBLEME  CVn. 


Résoudre  Fëquation  réciproque 
[1]  x»+Pa:»+Qx'+Pa:4-1=0. 


Solution. 


L^équatîon  proposée  peut  se  mettre  sous  la  forme 


[2];      *«+p,+Q+|+i=o, 


oa 


1^1      ('•+p)+P(r+5  +  Q=0. 
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Posons 

,1 

nous  aurons 

Ua 

LiV  =  ,.+  i.4-2  = 

et  l'équation  [3]  deviendra 

ou  [4]  z«  +  Pz+Q  — 2  =  0. 

On  tirera  facilement  de  cette  équation  les  deux  valeurs  de  z.  Ces 
valeurs  transportées  dans  la  relation 

xÀ — ==« 

'   X 

ou  Jl^ 307  -[-  4  =  0. 

1  /i 
donnent                        j:  =  -z±:  i/r«* —  ^• 

2  V  4 

En  remplaçant  z  par  ses  valeurs  Zi  et  z^  dans  cette  expression ,  on 
obtiendra  les  quatre  valeurs  de  x, 

EXERCICES. 

87.  Le  double  dela6«  puissance  d'un  nombre  diminué 
de  six  fois  sa  3""  puissance  égale  1 08  ;  quel  est  ce  nombre  ? 

—  Rép.  ^9. 


88.  Transformer  v^4-pv^  en  deux  radicaux  simples. 
^Rép.y/|+y/|. 

89.  Trouver  les  racines  de  Téquation  x^ — 1=0.  — 
Rép,  x^'=z\^  a:,= — 1,  a:g=  —  v^  —  1  et  :r4  =  -}-v  —  1- 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES.  157 

90.  Résoudre  l'équation  a:* — 5x'-j-5j; —  1=0.  — 
p/  .         -         5  +  v/2T  _5  — v^iT 

I\6p*  X^ 1  j  X^ —  1  j  X^ Q        9  ^*'  *^'k Â • 

91 .  Trouver  les  racines  de  l'équation  a?  — 1=0.  — 
Rép.  a:=— .i±iv^±iV<0±2v/5.V^=Teta;  =  1. 

S  3.  ÉQUATIONS  DU  DEUXIÈME  DEGRÉ  A  PLUSIEURS  INCONNUES. 

IVotioBS  préliminaires. 

86.  Résolution  des  équations  du  2®  degeé  ▲  deux  inconnues.  — 
Une  équation  complète  du  â*  degré  à  deux  inconnues  est  de  la  forme 

ay^  -|- bxy-^  cx^  -^-dy-^  ex  +/*=  0. 

Système  A. — Si  l'une  des  équations  est  du  i*'' degré;  si,  par 
exemple ,  le  système  proposé  est  le  suivant  : 


{ 


[2]       af'\'bxy+cx^'^d/'^ex'^f=i0y 


pour  avoir  la  valeur  de  x,  on  tirera,  de  l'équation  [1],  la  valeur  de 
y,  et  Ton  transportera  cette  valeur  dans  l'équation  [2],  On  obtiendra 
ainsi 

r^-      fk — mx\^  ,   ,     [k — m3c\    ,       ,  ,     ,  fk — mx\   ,         .    ^      ^ 
[3]  «(^— ;j— j  ^bx^——j  +  cx*  +  d[——j+ex+f==zO. 

£n  chassant  les  dénominateurs  et  en  développant,  on  arrivera  à 
une  équation  du  2*  degré  en  x  et  de  la  forme 

Aa:*4-Ba?4-C  =  0. 

On  portera  les  deux  valeurs  Xi  et  Xf  de  cette  dernière  équation 
dans  l'expression  [1],  et  Ton  aura  ji  et  y^. 

Système  B.  — -  Si  les  équations  proposées  sont  toutes  les  deux  du 
2*  degré ,  comme  dans  le  système  B , 


{ 


[P]      ay+Uxy-{^c'x*+d'r+e'x'\'f'  =  0, 
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on  multipliera  la  l'*  équation  par  iz'  et  la  2*  par  a  ;  puû  Ton  re- 
tranchera les  résultats  ainsi  obtenus.  On  aura 


d'où  r=  — 


M*+P 


En  remplaçant  j  par  cttte  valeur  dans  l'équation  [1],  on  arrire  à 
une  équation  de  la  forme 

[S]  Aa?*+Bx»4-(>»  +  Dx+E  =  0. 

Cas  partienllers.  —  Dans  certains  cas  particuliers,  on  n'emploie 
pas  les  méthodes  générales  que  nous  venons  d'indiquer;  on  a  recours 
à  des  artifices  qui  simplifient  le  calcul. 

PROBLÈME  CYIU. 

Résoudre  le  système  suivant  : 
[1]         24j;»-- 20x7 -1-5/— 84  =  0, 
[2]  32:c»— i5y+28  =  0. 

SoIntloB. 

Multiplions  la  première  équation  par  3,  il  vient  : 

32^  —  15r*-f   28  =  0 


SomiBe.«,.  104^:* — ^Oxy  —224  =  0. 

£n  divisant  les  deux  membres  par  4,  on  obtient  : 

26x*— 15xj— 56  =  0, 
26x»— 5g 


d'où  y. 


i5jr 


-.^ 


SCIENCES  MATHEMATIQUES.  Ib^ 

Si  l'on  remplace  y  par  sa  valeur  dans  l'équation  [2] ,  il  vient ,  en 
effectuant  les  opérations  et  en  chassant  les  dénominateurs  : 

i96:c»— 3332a:» +31 36  =  0, 

ou,  en  simplifiant, 

ar*_i7^+16  =  0,. 
d'où  l'on  tire 

x  =  ±k        et         ar  =  ±!. 

Les  valeurs  correspondantes  de  jr  sont  : 

v=:ziz6        et        r  =  =F2. 

PROBLÈME  GIX. 

La  hauteur  d'un  trapèze  est  10  mètres  (fig.  A).  La  sur- 
face de  ce  trapèze  est  égale  à  celle  d'un  rectangle  con- 
struit avec  ses  deux  bases  parallèles  ;  de  plus ,  le  double 
de  la  petite  base  et  le  triple  de  la  grande  égalent  quatre 
fois  la  hauteur  du  trapèze. 

On  demande  de  calculer  les  deux  bases  de  ce  trapèze. 

SolntloB. 

^*5'  **  La  surface  du  rectan- 

gle.est  a:j"y  celle  du  tra- 
pèze  est    5(.r-|-j).   On 
js     T         \        a  donc,  pour  1"  équa- 
tion, 


La  seconde  partie  de  l'énoncé  d<mne  en  outre 

[2]  2a:  +  3r=40. 

De  l'équation  [2]  on  tire 

40  — 2x 
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i 

En  transportant  cette  valeur  de  y  dans  la  relation  [i] ,  on  obtient  : 


X 


(t«^)=»(,+i«:=lf). 


40x  — gjT»  _  5  (3j:+40— 2:r) 

40jc  —  âa:*=  45x4- 200  — iOx, 
[3]  2j^—3Sa:  + 200  =  0. 

Les  racines  de  Téquation  [3]  sont 


__35±v/35»—  1600  __  SSdzy/— 375 
^-  4  -  4  • 

Remarque.  —  La  quantité  soumise  au  radical  étant  négative ,  les 
racines  sont  imaginaires  ;  le  problème  est  donc  impossible. 

On  pouvait  du  reste  le  prévoir.  En  effet,  la  relation 

[1]  a:7=5(x+^) 

donne,  puisque  ^  <^jr, 

^r>  10a:,         d'où        7>10. 

D'autre  paît,        •a?/>5j,  d'où        jr>5. 

Donc  2x-[-3j>40,  ce  qui  contredit  la  relation  [2], 

PROBLÈME  GX. 

La  somme  de  deux  nombres  est  19,  leur  produit  est 
84;  quels  sont  ces  deux  nombres.^ 

Solution. 

Appelons  ces  nombres  x  et  x,  nous  aurons  : 

a:-^X=19        et        j;/  =  84; 
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X  et  X  sont  donc  les  racines  de  Péquation 

_  19  /36Ï 

~  2        V    4 
Par  conséquent , 


d'où  -5  = —  ±1/^—84. 


Zj  =  jc=12         et         Zi=yz=zl. 

PROBLEME  CXI. 

La  somme  de  deux  nombres  est  100,  la  somme  de 
leurs  carrés  est  501 8  ;  quels  sont  ces  deux  nombres? 

Solution. 

Soient  :r  et  /  les  deux  nombres  cherchés  ;  l'énoncé  donne  : 

[1]  ^+J=   100, 

[2]  a:»+j^  =  5018. 

Pour  résoudre  le  système  de  ces  deux  équations,  faisons  le  carré 
de  chacun  des  deux  membres  de  la  l*"*,  nous  aurons 

a^  -|-  2a:j  +  j^  =  i  0000 

Retranchons-en         a^       -f-      ^=5018 
Différence 2.r/    ==   4982 

Le  problème  est  donc  ramené  à  celui-ci  :  la  somme  de  deux  nom- 
bres est  100,  leur  produit  2491  ;  quels  sont  ces  deux  nombres? 

^  et  7*  sont  les  racines  de  l'équation 

z»—100z-|- 2491=0, 


d'où  z  r=   SO  dt  v/2500  —  2491 

=   50dz3. 

Par  conséquent  «^  ^  .r  =  S3  et  z,  =  /  =  47. 

PR.  DE  liATH.  Il 
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PROBLEME  CXn. 


La  somme  de  deux  nombres  est  31 ,  la  somme  de  leurs 
cubes  8029  ;  quels  sont  ces  deux  nombres  ? 


Solution. 

'énoncé  donne  : 

[1] 

x+^=     31, 

[2] 

a:»+/=8029. 

Pour  résoudre  ce  système ,  faisons  les  cabes  des  deux  membres  de 
l'équation  [1  j  : 

a:»+  Za^r+  3a:/+ j^  =  29791 

Retranchons-en     a^  +  J*=    8029 

— 1— ^— ^»— «».— I         11  iiii      !■   ii>      mm j-^— »»  I 

Différence 3^:^+  3:r/         =21 762 

En  mettant  dxf  en  facteur  commun ,  il  vient 

3a:x(a:+jK)  =  21762; 
et  comme  j:-|-/=31, 

3x^X31=21762, 
c'est-à-dire  3  txf  =  7254  ; 

d'où  .rr  =  iP^  =  234. 

^         31 

La  question  est  donc  ramenée  à  celle-ci  :  la  somme  de  deux  nom- 
bres est  31 ,  leur  produit  est  234;  quels  sont  ces  deux  nombres? 

xetjr  sont  les  racines  de  l'équation 

2;!— 31z  +  234  =  0, 


d'où  "^ = y  —  \/x  ■"  ^^^• 

Par  conséquent  Zi  =  a:  =  18  et  z,  =  y=13, 
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PR<»LÈHE  CXIIL 

Résoudre  les  équations  suivantes  : 
[1]  .  x4-j^63, 

[21  j+J=2,05. 

Solution. 

Chassons  les  dénominateurs  de  l'équation  [2] ,  nous  aurons 

[3]  a:«-fj^=2,Ûô^j'. 

Élevons  au  carré- les  deux  membres  de  Téquatron  [i]  : 

a*+7*4-  2  :c7  =  3969. 
n  en  résulte  que 

[4]  a:«+/=:3969  — 2ar/i 

donc  2,05ar/  =  3969  —  2  j?j. 

On  en  déduit  a:r  =  --— -  =  980. 

•^        4,03 

Ainsi 

[a]  a:+j=63, 

et      [p]  arr  =  980  ; 

xety  sont  donc  les  racines  de  Téquation 

at_63a  +  980=:0, 


63  _^,  /3969      ^^^ 
par  conséquent,         z  =  —  ±i/  — 980. 

En  distinguant  les  racines ,  on  obtient 

Zi=:x=35  et  Z|=/=28. 
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PROBLÈME  CXIV. 

Résoudre  le  système 

[2]  fl?/-|-a;-j-jr=2. 

SolatloB. 

Multiplions  par  2  les  deux  membres  de  la  â*  équation  : 

Ajoutons  cette  équation  à  la  f  : 

De  cette  dernière  équation  on  tire  facilement  la  valeur  de  ^  +/. 
En  transportant  cette  valeur  dans  l'équation  [2],  on  obtient  ory,  et 
dès  lors  le  problème  revient  à  trouver  deux  nombres  connaissant  leur 
somme  et  leur  produit. 

PROBLÈME  CXV. 

Résoudre  le  système 

[1]  ^+/=35, 

[2]  a:/ =6. 

SolatloB. 

De  réquation  [2],  on  tire 

Connaissant  ^  +  ^  et  a^f^  on  peut  calculer  les  valeurs  de  a:*  et 
de  7*  au  moyen  de  l'équation  : 

;tt_35z  +  2i6==0; 


2        V    4 
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En  distinguant  les  racines ,  on  a 

j3i  =  27         et        z,  =  8. 

Connaissant  zi  et  z%^  on  obtiendra  facilement  les  valeurs  des  in- 
connues xetj-, 

PROBLÈME  GXVI. 

Résoudre  les  équations 


[<] 

^+y   **, 

[2] 

x-\-j^—a. 

(Solution. 

Posons  a?  =  --|-^  et  /==  -  —  h  y  nous  aurons  : 

et  /=^_4^â  +  6^A«-4|a«+â» 

a* 
Somme a:*+/=—     +     3«W     +        2à* 

o 

Mais  j:*-[-j*=ô*;  donc 

o 

Équation  bicarrée  qui  donne  les  valeurs  de  h.  On  en  déduit  sans 
peine  celles  de  x  et  jr, 

PROBLÈME  CXVU. 

On  demande  de  construire,  sur  une  base  AB  de  21  mè- 
tres, .un  triangle  rectangle  tel  que  l'hypoténuse  et  le 
côté  CÂ.  fassent  une  somme  double  du  côté  AB  (fig.  5). 
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SolatioB, 


On  a  I  d'après  Ténoncé  : 


[1]      jrr4-7==4î. 
D'autre  part ,     [2]    a? — /  ==  21  »  =  441 . 
En  divisant  [2]  par  [1] ,  il  vient  : 


Ainsi» 
et 

Donc 
et 


^-/_(^+r)(:^r)_'4<ii_ 

x^jr  x-^y  42 

j:-|-J^=:42 

jc — j=10,5. 


x=Ë|Ë.=  26,25 


PROBLEME  GXYin. 


Résoudre  le  système  suivant  : 


m 

^+/—  8^ 

[21 

a?      r       35 
y      X       %* 

JSoUUimi. 

Posons— 

T 

=  ^ 

et 

r     i 
partant  -  —  -,i*éqi 

1      35 

eaMen. 


«jja_3S,_i6  =  ^; 


d'où 


3S±:V35*+144 
12 
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En  distinguant  les  racines ,  on  obtient  : 

1 

«1=6  «t  JJ5j=  —  g. 

Cela  posé,  cherchons  les  valeurs  de  ^  et  de  7  qui  correspondent  à 
zi  =  6,  Sijsi  =  6, 

-  =  6      ou      «=6n 

y 

L'équation  [1]  devient  donc 

7j=-,    d'où  ri=gê=r 

r 

Comme  x  =  Gj^,  on  a  pour  valeur  de  a:  : 

18      9 

^i  =  j  =  ^. 

^Prenons  maintenant  zi  = — -,  et  nous  obtiendrons,  en  procédant 

de  la  même  manière  t 

SI  63 


EXERCICES. 

92.  Résoudre  les  équations  : 

[1]  5/+3^=30752, 

[2]  9j— 5a:=425. 

— Rép.  a:,=i  42,8  ;  ^.=—1 00,62  ]ji=7i  ;^,=— 8,68. 

93.  Trouver  les  trois  côtés  d^un  triangle  rectangle,  sa- 
chant que  la  somme  des  côtés  de  ce  triangle  est  1 32  et  que 
la  somme  de  leurs  carrés  est  6050. — Rép.  A4,  33  ^  55. 
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94.  Calculer  l'aire  d'un  trapèze,  sachant  que  sa  hau- 
teur est  égale  à  la  demi-somme  de  ses  bases;  que  la  dif- 
férence entre  les  deux  bases  est  1  mètre ,  et  que  la  plus 
grande  base  est  égale  à  l'hypoténuse  d'un  triangle  rec- 
tangle dont  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  sont  la  petite 
base  et  la  hauteur  du  trapèze.  —  Rép.  4  mètres  carrés. 

95.  La  différence  de  deux  nombres  est  6,  celle  de  leurs 
carrés  est  180;  quels  sont  ces  deux  nombres?  —  Rép, 
18  et  12. 

S  4.  MAXIMA  ET  MINIMA. 
Notions  préliminaires. 

87.  DériniTiONS  et  principes.  —  Lorsqu'une  quantité  çariahle^ 
après  avoir  augmenté  ou  diminué  d'une  manière  continue,  diminue 
ou  augmente  ensuite  de  la  même  manière,  on  dit  qu'elle  a  atteint  un 
maximum  ou  un  minimum, 

Prineipes.  —  1 .  Le  maximum  du  produit  de  n  facteui*s  variables, 
positifs,  dont  la  somme  est  constante,  a  lieu  quand  tous  les  facteurs 
sont  égaux  entre  eux. 

2.  Le  minimum  de  la  somme  de  n  facteurs  variables,  positifs,  dont 
le  produit  est  constant,  a  lieu  quand  tous  les  facteurs  sont  égaux  entre 
eux. 

3.  Le  maximum  d'un  produit  x^ y  zp...,  dans  lequel  x,  jr^  z,.. 
sont  des  variables  positives  et  dont  la  somme  égale  un  nombre  donné, 
correspond  au  cas  où  les  variables  or,  /,  z...  sont  entre  elles  comme 
leurs  exposants. 

PROBLÈME  GXIX. 

Démontrer ,  sans  résoudre  d'équation ,  que  le  maxi- 
mum du  produit  de  deux  facteurs  variables  x  et  jr^  dont 
la  somme  a  est  constante^  a  lieu  quand  les  facteurs  sont 
égaux  ;  et  que  le  minimum  de  la  somme  de  deux  facteurs 
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variables^  dont  le  produit  est  constant,  correspond  éga- 
lement au  cas  où  les  facteurs  sont  égaux. 

jSolation, 

1<^  On  a  évidemment  la  relation  : 

[i]  (^+r)*-(^— r)*  =  4xr. 

Or,  par  hypothèse,  x  -{-/  est  constant  ;  donc  le  produit  xy  attein- 
dra son  maximum  lorsque  la  différence  x  — y  sera  nulle,  c'est-à-dire 

CL  Cb 

quand  on  aura  x  =jr  =  -.  Le  produit  égale  alors  — • 
â<>  La  relation  [1]  donne  : 

(•^  +/)*  =  4  xjr  +  {^  —ff* 

Or,  par  hypothèse,  xy  est  constant  ;  donc  la  somme  X'\-y  attein- 
dra son  minimum  lorsque  la  quantité  x  — y  sera  nulle,  c'est-à-dire 
quand  on  aura  a?  =  j^« 

Mais  xyz=::b\  donc,  dans  ce  cas,  x=z^  et  x -f- J  =  2  ^b, 

PROBLÈME  GXX. 

Quel  est  le  plus  grand  de  tous  les  rectangles  isopéri- 
mètres? 

Solution. 

Appelons  x  ety  les  deux  dimensions  du  rectangle,  et  2p  son  péri- 
mètre, nous  aurons 

ar-f-jzrr/?,  quantité  constante. 

Or,  Taire  du  rectangle  a  pour  expression  xy;  cette  aire  sera  donc 
maxima  lorsque  les  facteurs  x  ety  seront  égaux ,  c'est-à-dire  quand 
on  aura 

p 

Le  plus  grand  de  tous  les  rectangles  isopérimètres  est  donc  le 
carré. 
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PROBLEME  CXXL 


Parmi  tous  les  triangles  rectangles  dans  lesquels  la 
somme  des  côtés^de  Fangle  droit  est  constante ,  quel  est 
le  triangle  maximum  ? 

Solution* 

Désignons  par  x  et  /  les  côtés  de  l'angle  droit  \  nous  aurons^  par 
hypothèse, 


Or,  la  surface  du  triangle  est  \  xy\  onToît-done  tpie  *le  ■nMKimum 
a  lieu  lorsque  x=jr^  c'est-à-dire  lorsque  le  triangle  est  isocèle. 

PROBLEME  CXXn. 

De  tous  les  triangles  qui  ont  même  péiimètre  Zp^ 
quel  est  celui  dont  la  surface  e&t  maximal 

SttlsillHiU 

Il  est  facile  de  prouver  que  «'est  le  triangle  équilatéroL  iEn  effet, 
si  Ton  désigne  par  S  l'aire  du  triangle,  on  sait  que 


[1]  S  =  y/p{p-a){p-b)(p-c). 

La  quantité  soumise  au  radical  est  positive,  car,  en  appelant  a  le 

plus  grand  côté,  on  a  : 

a<Zb  +  c^ 

d'où  p  —  a^o; 


à  plus  forte  raison,  les  facteorsp —  b  eip-^c  sont-ils  positifs. 
Déplus,  la  somme  de  ces  facteurs  est  constante^  car 

(p  —  à)  +  (p^b)  +  {p^c)z=z3p^{a  +  b+c)=p. 
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Par  conséquent  îe  produit 

est  maximum  quand  les  facteurs  sont  égaux  entre  eux ,  c'est-à-dire 
quand  on  a 

ou  a=zh^=:iC» 

Le  triangle  cherché  est  donc  équilatéral^  et  la  formule  [1]  devient 


^  =  ^P{P  —  ^? 


=vlZî^=i«V3. 


PROBLEME  CXXIU. 


De  tous  les  triangles  de  même  base  b  et  de  même  pé- 
rimètre 2py  quel  est  celui  dont  Taire  est  maxima? 

StolatioB. 

Reprenons  la  fonnule 

£1]  ^  =  ^pip  —  a){p  —  b){p-c), 

dans  laquelle  a^  h^  c  désignent  les  càtés  du  triangle  et  Ip  le  péri- 
mètre. 

Puisque,  par  hypothèse,  la  base  h  est  constante,  les  facteurs  p  et 
p  —  h  ont  des  valeurs  constantes  ;  le  maximum  de  S  correspond  donc 
à  la  plus  grande  valeur  du  produit 

[p^a){p  —  c). 
Or,  la  somme  de  ces  deux  facteurs  est 

2/?  —  (fl  -{-  c)  =  ^,  quantité  constante. 
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Le  produit  (p  —  a)  {p  —  c)  sera  donc  maximum  lorsqu'on  aura 

p  —  a=zp''^c    ou    a  =  c. 

Le  triangle  en  question  est  donc  isocèle^  et  la  formule  [1]  devient 


^  =  (p  —  ^)}/p{p—à) 


=  ^\/p{p  —  ^)' 


PROBLEME  CXXIV. 


Parmi  tous  les  parallélipipèdes  rectangles  de  même 
surface ,  lequel  a  le  volume  maximum  ? 


Solution. 

Appelons  x,  /  et  z  les  trois  arêtes  du  parallélîpipède  et  a*  sa  sur- 
face totale.  Cette  surface  est  formée  de  six  rectangles  qui  donnent 

2  :c7+  2xz  -|-  2/z  =  fl*. 

Or,  les  trois  quantités  variables  xj,  xz  et  jz,  dont  la  somme  est 
constante,  ont  pour  produit  x*  y^  z*.  Ce  produit,  et  partant  xfz  ou  le 
volume  du  parallélipipède  rectangle  sera  donc  maximum  quand  on 
aura 

x=iy=.z. 

Dans  ce  cas,  le  parallélipipède  est  un  cube. 

PROBLEME  GXXV. 

La  moyenne  géométrique  de  n  nombres,  positifs  et 
inégaux,  est  plus  petite  que  leur  moyenne  arithmé- 
tique. 
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Solution. 


Soient  a,  b,  c,  etc.^  les  n  nombres  donnés  ;  il  s'agit  de  démontrer  que 


^abc, . .  < 


«  +  ^H"^  +  «  ••  • 


n 


En  effet, 
{oL)abc..,.<^ — • !- — ! . — ■ ^- — ■ .  — î ^-^ — ! ,  etc. 


n 


n 


n 


Car  on  sait  que  le  maximum  d'un  produit  de  n  facteurs ,  dont  la  somme 
est  constante,  a  lieu  quand  tous  les  facteurs  sont  égaux  entre  eux 
L'inégalité  (a)  peut  s'écrire 

Va 'j-b'\-c -{-... \n 


d'où 


(P).^...<-(-+^+;+-')», 


C.  Q.  F.  D. 


PROBLÈME  CXXYI. 


Inscrire  dans  un  cône  dont  la  hauteur  H  est  donnée 
^*8-  ^'  (fig.  6),  ainsi  que  R,   rayon  de 

la  base,  le  cylindre   de  volume 
maximum. 

Solution. 

Le  volume  du  cylindre  insciit  est  donné 
par  la  formule 

[i]  V  =  7ra:»jr. 

Discussion.  —  Le  maximum  de  cette 
>  ^  expression    est    indépendant  de    tc  qui 
est  une  quantité  constante;  il  ne   peut 
provenir  que  du  produit  j:*  X/- 

Occupons-nous  donc  des  facteurs  de  ce  dernier  produit. 
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Pour  cela,  considérons  les  deux  triangles  semblables  SND  et  SMB. 
Ces  triangles  donnent 

SM_MB 
SN  ~"  ND' 

^   ,,    .  H  R 

ce  qui  peut  s'ecnre 


H  — 7      x^ 

R  R* 

d'où  X  = —(H — 7) ,       et  partant  -^  =  gs  (H  —  j)*. 

Remplaçons  3^  par  sa  valeur  dans  l'équation  [1]  : 

Le  maximum  de  cette  expression  est  indépendant  de  la  quantité 
constante  ('^  dî)»  ^^  ^*  P®^*^  prcnrenir  que  du  produit 

Or,  la  somme  des  facteurs  de  ce  produit  est  égale  à  la  quantité 
constante  H;  donc  Texpression  (H— j)*  j  atteindra  son  maximum 
lorsque  les  facteurs  H  — y  et  j  seront  entre  eux  comme  leurs  expo- 
sants, c'est-à-dire  lorsqu'on  aura 

H— r_r 

On  en  déduit  v  =  — . 

3 

Le  volume  du  cylindre  inscrit  sera  donc  maximum,  quand  la  hau- 
teur de  ce  cylindre  sera  le  tiers  de  la  hauteur  du  cône  donné, 

PROBLÈME  CXXVII. 

Circonscrire  à  un  cylindre  dont  la  hauteur  est  h  (fîg.  7) 
et  dont  la  base  est  un  cercle  de  rayon  r,  le  cône  de  vo- 
lume minimum. 
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Le  volume  demandé  est  donné  par  la  formule 

Fig.  7. 

8^  [i]  V=:jirxV. 


Évaluons  ce  volume  en  fonction  de  l'incon- 
nue j. 

Pour  cela,  considérons  les  deux  triangles 
semblables  SAB  et  SDE  ;  ils  donnent  la  pro- 
portion 

SD_DE. 
5 


SA      AB 


c'est-à-dire 


d'où 


r    _ 


ar 


r-h 


_  "y 


T'y* 


jc  ï!^  ■        ,  •       et       <2?  — ^  , .  «• 


Transportons  cette  valeur  de  x^  dans  l'équation  [4],  nous  obtien- 
drons 

Le  produit  ^tct*  étant  constant,  le  minimum  demandé  est  indé- 
pendant de  cette  quantité  ;  ce  minimum  ne  peut  provenir  que  du  quo- 
tient : 

f       _  / 

Divisons  les  deux  termes  de  celte  fraction  par  /*  : 

i  4  1  A 


A\»' 


DfseassIoB.  —  On  obtient  ainsi  au  dénominateur  un  produit  de 
acteurs  dont  la  somme  est  constante,  car 
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Si    le    dénominateur     -  f  i  —  -  j     était    maximum ,   l'expression 


serait  mmima. 


Or,  pour  que  le  produit  -  (^  ""-  )  ^^^  maximum,  il  faut  que 

ses  facteurs  soient  entre  eux  comme  leurs  exposants,  c'est-4i-dire 
que  l'on  ait 

h 


^_ r 


h  Y 


ou  encore 


On  en  déduit 


r 


Y  — h 


d*où 


2/i=j — A,    et    r=3A. 


Par  conséquent,  la  hauteur  du  cône  minimum  est  triple  de  celle  du 
cYlindre  donnée 


PROBLEME  CXXVIII. 

Inscrire,  dans  une  sphère,  le  cône  dont  la  surface 
totale  est  maxima. 

Solution* 

Appelons  h  la  hauteur  du  cône,  r  le  rayon 
de  sa  hase,  et  prenons  pour  inconnue  l'a- 
pothème du  cône  inscrit  dans  la  sphère 
(fig.  8)  :  la  surface  dont  nous  cherchons 
le  maximum  sera  donnée  par  l'expres- 
sion 

Or,  r»  =  a:«_A'. 
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D'auti*e  part,  de  la  relation 

on  tire  ^  =  --  ; 

donc  r*==^  —  --  =  — i — — i. 

Si,  dans  Pexpression  [4],  on  remplace  r  et  /*  par  leurs  valeurs,  il 
vient 


,  y/kf^  —  ^  ,  ,Tzx^  (4/*  —  x«) 

S  =  ^^' — SI ri r3 


2r  '  ■  kf^ 


=  ^a^  f^r  v/4r*  — a:'  +  4/-'  — ^y 


Afin  que  la  valeur  de  S  soit  rationnelle,  posons 

d'où  ^«  =  4r»— a:* 

et  j:'  =  4/'*  —  7*; 

nous  aurons  alors  : 

=^,(2'-  +  r)(2/-— /)(2r+r)r 
=ï7»r(2'— r)(2^+r)*. 

Discussion.  — «  Four  trouver  le  maximum  -de  S,  multiplions  et 
divisons  simultanément  les  facteurs  variables  de  S  par  des  constantes 
arbitraires  a ,  p,  y,  sauf  à  déterminer  ensuite  les  valeurs  de  ces  con- 
stantes; il  viendra 


:.  /?Hiry 


4H     «       p 
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Cherchons  maintenant  à  déterminer  a,  p,  ^  de  manière  que  les  fac- 
teurs du  produit 

soient  égaux,  et  que  leur  somme 


2r    .    4r 
soit  cens  tonte.  A  cet  effet,  posons 


.+--+,^)=(i_'j+?),+-+^' 


y      2r— 7__2r4-jr 
i       i      2 

Pour  éliminer  a ,  p ,  y  entre  ces  équations ,  il  suffît  de  remarquer 
que  des  relations 

a""      P      ~       ï 

on  tire  «  =  X-»  ^"^ — T"'  *^"" — F~' 

112 

donc  réquation  "  "~  ô  "f"  ""  =  ^ 

Il  2 

devient  -  —  ^ h  à^_t^  =  ^  >  > 

J  k  k 

112 

En  effectuant  les  calculs,  il  vient 

2^  —  ry  —  27*  =  0, 


= i-fC — =-r  (1  +  ^17). 


d'où  r—  4  —4 
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w 

Si  l'on  remplace  y  par  sa  valeur  dans  l'expression 


on  arrive  a 


=  lrV46  — 2v^. 


PROBLEME  CXXIX. 

Calculer  le  maximum  et  minimum  de  la  fonction 

6^—14     • 

Solntloii* 

Égalons  cette  expression  à  /  et  chassons  le  dénominateur,  nous 
aurons 

0?  — 2a?-|-21  =z6xx  —  ikx, 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  la 
lettre  x  : 

ar»  — 2x  (1  +  3j)  +  21  + 14/ =  O5 


d'où  x  =  3/  +  i  zii  v^(3j+ 1)'  —  21  —  14/, 

=  3j+i±v^9/  +  6j+l  — 21  — 14/, 


=  3/+ 1  zb  v/9/  — 8j— 20. 

Égalons  à  zéro  le  trinôme  9/*  —  8/ —  20,  l'équation 

9j«  — 8/— 20  =  0 
nous  donnera 


« 

4±v^l64-180 

y —             ^ i ; 

^                 9 

k±\/^96 
~      9      ~ 

4±14. 
-■      9      ' 

ou, 

en  distinguant  les  racines, 

:ri=2, 

yt=-^. 

flt  alon  «=  Zx-{- 1  dz  ^9  (r — 2)  (r  +  ^)' 
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Dlsenssloii.  —  Pour  que  les  valeurs  de  jc  soient  réelles,  il  fant 
que  la  quantité  soumise  au  radical  soit  positive. 

Quelles  valeurs  peut-on,  dans  ce  cas,  attribuer  à  x? 

Valeurs  positives,  —  Tant  que  ^<C[  2,  le  produit 

est  négatif,  puisque  le  facteur  {y-  —  2)  est  négatif,  et  les  deux  autres 
positifs.  La  plus  petite  valetu*  que  l'on  peut  attribuer  à  jr^  au--dessus  de 
zéro,  est  donc  /  =  2  ;  y  peut  d'ailleurs  croître,  au  delà  de  toute  limite, 
jusqu'à  -|-  «  • 

a 

Valeurs  négatives,  —  Depuis  /rzi^oo,  jusqu'à  y=:^  —  ^,  le 
trinôme 

9(r-2)(r+^), 

reste  positif.  INIais,  à  partir  de  cette  limite,  l'un  des  facteurs  du  tri- 
nôme cessant  d'être  négatif,  le  produit  est  négatif. 

Par  conséquent,     /  =  —  -^  est  un  maximum. 

EXERCICES. 

96.  Quel  est  le  plus  graDcl  rectangle  inscrit  dans  un 
cercle? — Hep.  Le  carré. 

97.  Quel  est  le  carré  minimum  inscrit  dans  un  carré 
donné?  —  Rép.  Celui  qu'on  obtient  en  joignant  deux  à 
deux  les  milieux  des  côtés  du  carré  donné. 

98.  Parmi  tous  les  triangles  inscrits  dans  un  cercle, 
lequel  a  la  plus  grande  surface? — Rép.  Le  triangle  équi- 
latéraL 

99.  On  donne  une  feuille  de  carton  carrée.  Aux  quatre 
coins,  on  découpe  des  carrés  égaux  et  Ton  forme  une 


1 
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boîte  en  relevant  les  bords.  Quelle  doit  être  la  valeur  de 
a: y  côté  des  carrés  qu'on  enlève,  pour  que  la  capacité  de 

la  boîte  soitj  maxima?  —  Rép.  :r=^J 

1 00.  A  quelle  distance  du  centre  se  trouve  la  base  du 
cône^  inscrit  dans  une  sphère,  et  dont  la  surface  latérale 

est  maxima? — Rép.  x  =  -r. 

401.  On  donne  une  droite  dont  la  longueur  est 
575  mètres;  partager  cette  droite  en  deux  parties  telles 
que  le  carré  de  Tune  de  ces  parties,  augmenté  du  triple 
carré  de  l'autre,  soit  un  minimum.  — Rép.  :r  =  431,25 
et  /=  143,75. 

402.  Démontrer  que  la  fonction  -r-, 7  n  ani  maxi- 

mum  ni  minimum. 


CHAPITRE  IT. 

PROGBESSIONS  ET  LOGARITHMES. 

S  1.  PROGRESSIONS. 

Notions  prélfanliialres. 

88.  Pbogbessions  arithmétiques.  -—  On  appelle  progression  arith' 
métique  ou  par  différence  use  suite  de  nombres  tels,  que  la  différence 
qui  existe  entre  cbacun  d'eux  et  le  précédent  soit  constante»  Cette 
difierence  est  la  raison  de  la  progression.  Lorsque  la  rais4Hi  est  po- 
sitive» la  progression  est  croissante;  la  progression  est  décraissanUy 
lorsque  la  raison  est  négative. 

Prinelpes.  —  1.  Dans  une  progression  arithmétique,  un  terme 
quelconque  est  égal  au  premier  plus  ou  miHus  autant  de  fins  la  raison 
qu'il  y  a  de  termes  avant  lui.  C'est  ce  qu'exprime  la  formule 

[1]  l  =  a±{n—i)r 

dans  laquelle  a  est  le  premier  terme,  r  la  raison  et  /un  terme  dont  le 
rang  est  marqué  par  n. 

2.  Pour  trouver  la  raison  de  la  progression  que  l'on  forme ,  en  in- 
sérant m  moyens  arithmétiques  entre  deux  nombres  donnés  a  et  /,  il 
faut  retrancher  le  premier  nombre  du  dernier  et  diviser  le  reste  par 
le  nombre  des  moyens,  augmenté  de  l'unité. 

[2]  ^=^^' 

^.  Dans  toute  progression  arithmétique,  la  somme  de  deux  termes 
équidistants  des  extrêmes  est  égale  à  la  somme  des  extrêmes. 

4.  Quant  à  la  somme  des  termes^  elle  est  égale  à  la  demi-somme 
des  termes  extrêmes,  multipliée  par  le  nombre  des  termes, 

[3]  S  =  ^î±^. 
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89.  Progressions  GéouiTRiQUES.  —  On  appelle  progression  géomé^ 
trique  ou  par  quotient  une  suite  de  nombres  tels,  que  le  rapport  de 
chacun  d'eux  au  précédent  soit  constant»  Ce  rapport  est  la  raison  de 
la  progression  ;  selon  que  la  raison  est  plus  grande  ou  plus  petite  que 
l'unité,  la  progression  est  croissante  ou  décroissante. 

Principes.  —  !«.  Dans  une  progression  géométrique,  un  terme 
quelconque  est  égal  au  premier  multiplié  par  la  raison  élevée  à  la  puis- 
sance marquée  par  le  nombre  des  termes  qui  précèdent. 

[4]  lz=Laq^'^. 

2.  Pour  trouver  la  raison  de  la  progression  que  l'on  forme  en  in- 
sérant m  moyens  géométriques  entre  deux  nombres  donnés  a  et  /,  il 
faut  recourir  à  la  formide 

3.  Dans  toute  progression  géométrique,  le '7?roc?tt//  de  deux  termes 
équidistants  des  extrêmes  est  égal  au  produit  des  extrêmes. 

4.  La  somme  des  termes  s'obtient  au  moyen  des  formules  suivantes  : 

[6]  S  =  li2lllil 

q—\ 

[7]  s  =  iiizL?r. 

\—q 

La  première  convient  au  cas  où  la  progression  est  croissante;  on  ap- 
plique la  deuxième  lorsque  la  progression  est  décroissante* 

Remarque.  —  La  limite  de  la  sompie  des  termes  d'une  progression 

géométrique  décroissante,  indéfiniment  prolongée,  est 

« 

[8]  S=     * 


PROBLÈHE  GXXX. 

TrdUver  le  1 5«  terme  de  la  sërîe  des  5"  puissances  des 
termes  de  la  progression 

T  i  .  3  .  &  .  7  .  etc. 
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SolntUa. 

On  sait  qu'un  terme  quelconque  d'une  progression  arithmétique 
croissante  est  donné  par  la  formule 

Le  terme  général  de  la  série  des  m*'  puissances  sera  donc 

r=:[a+(ii— 1)/-]". 

£d  substituant  aux  lettres  leurs  valeurs ,  il  vient 

/■=[1+14X2]»  =  29»=20511149. 

PROBLÈME  CXXXI. 

Calculer  la  somme  des  n  premiers  nombres  impairs. 
Application  au  cas  où  /2=  30. 

SolntloB. 

Calculons  d'abord  le  n^  terme  de  la  progression 

•f  1  .  3  .  5  .  7  .  etc. 
En  appliquant  la  formule  [1] ,  il  vient 

/=l+2(/î— 1)  =  2«— 1. 
£n  remplaçant  /  par  cette  valeur  dans  l'expression 


on  obtient  S 


ApplIeatloB .  —  Si  /i  =  30 ,  S  =:  30'  =  900. 
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PROBLÈME  CXXXII. 

Les  deux  côtés  et  l'hypoténuse  d'un  triangle  rec- 
tangle forment  une  progression  arithmétique  dont  la 
raison  est  25.  Trouver  les  trois  côtés  de  ce  triangle, 

Solatlon. 

Soient  Xy  y,  z  les  cotés  du  triangle.  L'énoncé  donne 

z  —  r=m. 
De  plus  9  comme  le  tmngle  est  rectangle ,  on  a 

On  en  déduit^  en  éliminant  x  et  y  y 

z«  —  150z  + 3125  =  0; 


d'où  z=  75  di  v/75*— .3125  =  75±  50 , 

J5i=25        et        2,  =  125. 

DIsenssIoB.  —  La  1"  racine  Zi  doit  être  rejelée,  car  elle  conduit 
à  ^=0  et  x=z  —  25;  la  seule  solution  admissible  est  Z|  =  125. 

Elle  donne  r  =  iOO      et      a:  =  75. 

PROBLÈME  GXXXm. 

Dans  une  progression  géométrique  ayant  2n  termes, 
on  donne  la  somme  a  des  termes  de  rang  impair  et  la 
somme  b  des  termes  de  rang  pair.  On  demande  le 
1  *^  terme  et  la  raison  de  la  progression. 


186  PREMIERE  PARTIE. 


Soient  x  le  1*'  ternie  et^  la  raisoa;  on  a,  d'apvès  Pénoneé  : 

b^=xy-\'xy^-\'X'}^  '\'  ....-j-ar^'*»^, 
La  seule  inspection  des  valeurs  de  <t  et  de  6  montre  que 

bz=:ar.         d'où         r=— . 

a 

La  raison  j<-  une  fois  connue ,  on  déterminera  le  i^^  terme  ^  au 
moyen  de  la  formule 

^-    q-i    J 
laquelle  y  dans  le  cas  actuel,  devient 

«-h^  = 3 — • 

*  y — 1 

On  en  déduit 

X  ÎÏ3Î  -, 

PRORLÈHE  CXXXIV. 

Dans  une  progression  géométrique  de  six  termes,  on 
connaît  la  somme  des  deux  termes  moyens  et  celle  des 
deux  termes  extrêmes.  Trouver  le  1  **  terme  et  la  raison 

* 

de  la  progression» 

Solntioil. 

Soi£nty  comme  précédemment^  x  le  i*^  teime  et  /  h  niaon;  la 

progression  eh^chée  sera 

^x  :  xjr:  a^ t xj*  :  xy^:  xf. 
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On  a  9  d'après  l'énoncé  : 

[i]  xj^-^xy^^zs, 

et        [2]  ;r-{-jpy*=/. 

Prenons  pour  inconnue  auxiliaire  la  différence 

scj* — x^  =1  dy    ou    xjf*  (1  — y)  =  d^ 
Gonnadsâant  la  somme  s  et  la  dififérence  d  des  quantités  x^  et  x^'^j 


on  a 

[a]     ar/=f±-'',         et        [?]      x^  =  ^. 

En  divisant  [fFf  par  [aj,  il  Tient  : 

s — d 

^"^T+d' 

et  alors  [aj  pent  s'écrire 


X 


{s—dy_s+d 

ou  2a7(j— tf)«  =  (f  +  ff)«, 

Si  donc  on  connaissait  <f ,  on  obtiendrait  facilement  y  et  ;r.  Afin  de 
calculer  d^  reprenons  réquatioo 

[2]  a?  +  ^J^  =  ^'       ou      ^(1+^*)=^', 

et,  dans  cette  expression,  remplaçons  a?  etj^  parleurs  valeurs  en 
fonction  de  s  et  de  «? ^  il  viendra 


o«  encore  (/-l-dj'-f-  (» — d)^  =  2*'  (*■ — d*f. 

En  opérant  les  réductions,  on  arrive  à  une  équation  bicarrée. 
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EXERCICES. 

403.  Quatre  nombres  sont  en  progression  arithméti- 
que; leur  produit  est  561 6  et  la  raison  de  la  progi'ession 
égale  5.  Quels  sont  ces  nombres? — Rép.  v3.8.13. 18 
et  V— 18  .—13  .  —8  .  —3. 

104.  Trouver  la  limite  de  la  somme  des  fractions 

dont  les  numérateurs  forment  une  progression  arithmé- 
tique et  les  dénominateurs  une  progression  par  quotient. 
— Rép.  2- 

1 05.  Convertir  en  fractions  à  deux  termes  les  fractions 
décimales  0,252525,  etc.  et  0,8727272,  etc.  —  Rép. 

-,  25.  oo  872-8 
99'  990    ' 

1 06.  Partager  1 95  en  trois  parties  qui  forment  une  pro- 
gression géométrique  et  qui  soient  telles  que  la  3*  partie 
excède  la  1"  de  1 20.  —  Rép.  1 5,  45  et  1 35, 

S  2.  LOGARITHMES. 

Notions  préllmliiaires. 

00.  DtoNiTioNS.  —  On  nomme  fonction  exponentielle  une  expres- 
sion telle  que  c^^  dans  laquelle  Tinconnue  ou  la  variable  indépen- 
dante est  en  exposant. 

Si  l'on  2i  €^z=in^  a:  est  appelé  le  logarithme*  de  n.  Le  nombre 
constant  a  est  la  base  du  système. 

*  DeX6"]foç,  raison 9  rapport,  etàpiOpJbç,  nombre.  En  effet,  le  logarithme 
fait  connaître  combien  de  fois  la  base  entre  comme  factear  dans  le  nombre. 
La  découyerte  des  logarithmes  date  de  1614;  elle  est  due  à  Néper^  baron 
écossais. 
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On  définît  encore  les  logarithmes  de  la  manière  suivante  : 

Lorsqu'on  a  deux  progressions  croissantes.  Tune  géométrique  com- 
mençant par  Tunité,  l'autre  arithmétique  commençant  par  zéro, 
chaque  terme  de  la  progression  arithmétique  est  le  logarithme  du 
terme  qui  occupe  le  même  rang  dans  la  progression  géométrique.  La 
base  du  système  est  le  nombre  dont  le  logarithme  est  l'unité. 

91.  Propriétés  des  logarithmes.  —  1 .  Le  logarithme  d^un  produit 
de  plusieurs  facteurs  est  égal  à  la  somme  des  logarithmes  de  ces 
facteurs. 

2.  Le  logarithme  d'une  puissance  quelconque  d'un  nombre  est  le 
produit  du  logarithme  de  ce  nombre  par  l'exposant  de  la  puissance. 

3.  Le  logarithme  d'un  quotient  est  égal  au  logarithme  du  divi- 
dende moins  le  logarithme  du  diviseur. 

4.  Enfin  le  logarithme  de  la  racine  d'un  nombre  s'obtient  en  divi- 
sant le  logarithme  du  nombre  par  l'indice  de  la  racine. 

92.  Systèmes  de  logarithmes.  — Les  logarithmes  népériens  ou  /(X- 
perboliques  sont  ceux  qu'on  obtient  en  prenant  pour  base  le  nombre 
^  =  2,7182818,  etc. 

Le  logarithme  vulgaire  d'un  nombre  ou  logarithme  de  Briggs*  est 
l'exposant  de  la  puissance  à  laquelle  il  faut  élever  10  pour  avoir  ce 

nombre. 

• 

Bemarqnes.  —  I.  La  partie  entière  d'un  logarithme  est  désignée 
sous  le  nom  de  caractéristique.  Dans  le  système  de  Briggs ,  la  carac- 
téristique est  égale  au  rang  occupé  par  le  premier  chiffre  significatif 
à  gauche ,  dans  le  nombre  correspondant ,  par  rapport  au  rang  des 
unités  simples.  Elle  est  positive  si  ce  chiffre  est  à  gauche  des  unités , 
et  négative  dans  le  cas  contraire. 

II.  Les  logarithmes  de  deux  nombres  A  et  B,  dont  le  rapport 
égale  une  puissance  de  10,  ont  la  mcme  partie  décimale.. 


*  Briggs^  mathématicien  anglais,  né  a  Warley-Wood  vers  15S6,  mort 
en  1630. 


\ 
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93.  PissAOB  D*uif  SYSTÈME  DB  x.oGABiTincBS  ▲  wx  iHTis.  —  Soient  a 
et  b  les  bases  de  deux  systèmes  ;  considérons  un  même  nombre  n  ; 
nous  aurons  : 

d'où  i^  =  b». 

Si  l'on  prend  les  logarithmes  des  deux  membres  de  cette  dernière 
égalité,  dans  le  système  dont  la  base  est  a^  c'est-à*dire  dans  le  sys- 
tème qui  donne  log  a  =  1 ,  il  viendra 

X  log  a  ou  a:  =jr  log^  b , 

1 

d'où      [1]  jr  =  -î 7  .  J?. 

*-  -*  log.  b 

Donc,  lorsqu'on  connaît  le  logarithme  d'un  nombre  dans  un  sys- 
tème ,  pour  avoir,  le  logarithme  de  ce  même  nombre  dans  un  autre 
système,  il  faut  multiplier  le  logarithme  connu  par  une  ûraction  dont 
le  numérateur  est  l'unité  et  qui  a  pour  dénominateur  le  logarithme 
de  la  nouvelle  base,  pris  dans  l'ancien  système.  Cette  fraction  se 
nomme  le  module. 

Remaries*  — - 1.  Il  est  facile  de  montrer  que 

i 


}o^ 


j  =  \ogi,a. 


Pour  cela,  il  sufEt  de  prendre  les  logarithmes  des  deux  membres 
de  Tégalité  af^^lfi'  dans  le  système  dont  la  base  est  b.  Ou  obtient 

P]  r^OQb    ou    jr=ixlogi,a-f 

d'où  Ton  conclut^  en  comparant  les  expressions  [i]  et  [2] , 

1 


log* 


—  =  logft a  ou  logj a  .  log» ^  =  !♦ 


n.  On  désigne,  d'une  manière  générale,  sous  le  nom  de  module 
d'un  système  de  logarithmes ,  le  facteur  constant  par  lequel  il  faut 
multiplier  les  logarithmes  népériens  pour  passer  à  l'autre  système. 
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Conclasioii.  r—  Le  module  d'un  système  de  logarithmes  est  l'in- 
verse du  logarithme  népérien  de  sa  base,  ou  le  logarithme  de  la  base 
népérienne  dans  le  système  considéré. 

Par  conséquent ,  pour  passer  du  système  népérien  au  système  de 
Briggs ,  le  module 

M  =  logio  e  =  0,434294482. 

Et  inversement^  pour  passer  du  système  de  Briggs  au  système  népé- 
rien, on  a 

M' =  r-— =  2,30259. 
log  e        ' 

PROBLÈHE  GXXXV. 

Calculer  la  distance  de  Neptune  "^  au  soleil ,  sachant 
que  la  révolution  sidérale  de  cette  planète  est  de 
60127  jours. 

SolatioB. 

On  sait  que  les  carrés  des  temps  employés  par  les  planètes  pour 

parcourir  leurs  orbites  sont  proportionnels  aux  cubes  des  axes  de  ces 

orbites  [Kepler).  On  aura  donc,  en  prenant  pour  unité  la  distance  de 

la  terre  au  soleil  : 

(60127)*     _3? 

(365,25638)*  ""1»' 

A^r.^  //     (60127)» 

^"^  ^  =  V  (365,25638)»' 

Log  a: 3=^(2  log  60127  +2  L  365,25638) 

2  log  60127  =  9,5581390 
2L  365,25638  =  6,8748045 

Log  a:  =  1(4,4329435) 
=  1,4776478.   . 

Le  nombre  correspondant  est 

^  =  30,03639. 

*  Neptune^  planète  annoncée  en  1846,  par  M.  Leverrier,  et  obseryée  à 
Berlin,  par  M.  Galle,  dans  la  même  année. 
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PROBLÈME  GXXXVL 

Résoudre  les  équations  suivantes  : 
[1]  log  a:*+log/  =  T,4570815 

[2]  log  a:  —  log  j  =  0,2300220 

isolation. 

L'équation  [1]  peut  s'écrire 

3  log  a: +  2  log  j=  1,4570845. 
D'autre  part,  2  log  a;  —  â  log  j  =  0,4600440 

Somme 5  log  a?  =:T,9171255 

d'où  logx  =  A  (1,9171255) 

=  ^(5  +  4,9171255) 
=  1,9834251. 

Le  nombre  correspondant  à  ce  logarithme  est 

r=  0,962554. 

Quant  à  la  valeur  de  ^  ,  on  la  tire  facilement  de  l'équation  [2],  En 
effet,  cette  équation  donne  : 

log  r  =  1,9834251  —  0,2300220 
=  1,7534031  ; 

d'où  r  =  0,566765. 

PROBLEME  CXXXVn. 

Résoudre  l'équation 
[a]  5^— 3X5'— 28  =  0. 
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Solution. 


Posons  5*  =  z ,  l'équation  [a]  devient 

[P]  2«— 3z  — 28=0; 


d'où  z  =  fdzv/f+28, 

et,  en  distinguant  les  racines, 

Laissons  de  côté. la  racine  négative;  la  valeur  Zi  =  7  donne 

t)*  =  7,        d'où        ^log5==log7, 

et  ^_log  7  _  0,84809804 _ 

^'  "^—log  5 """0,69897000 ~^'"^•'•' 

EXERCICES. 

107.  Calculer  la  dislance  d'Uranus  au  soleil,  sachant 
que  la  durée  de  la  révolution  sidérale  de  cette  planète 
est  de  84  ans.  —  Rép.  1 9,1 8. 

1 08.  Quelle  est  la  base  du  système  dans  lequel  6  est 
logarithme  de  729? — Rép.  3. 

109.  Quelle  est  la  plus  petite  valeur  entière  de  n  qui 
satisfasse  à  Hnégalité  (W)">  ^?-ï^^P-  ^^9. 

110.  Résoudre  l'équation  exponentielle  du  3'  ordre 
2*  =512. —Rop.  ^  =  f 

PR.  DE  MATH.  ^^ 
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$  3.  INTÉRÊTS  COMPOSES  ET  ANNmTfiS. 
li*tl*B8  préliflUiMiIres. 

94.  laTÉafers  coxposés.  —  Une  somme  est  placée  à  intérêts  com- 
poses, lorsque  le  préteur,  an  lieu  de  recevoir  à  la  fin  de  chaque  an- 
née l'intérêt  qui  lui  est  dû,  le  laisse  entre  les  mains  de  Temprunteur, 
de  manière  à  augmenter  le  capital/ 

98.  Ahnuité.  —  On  nomme  onniuVe  une  somme  qa'on  paye,  pen- 
dant un  certain  nombre  d'années,  afin  d'éteindre  une  dette. 

PROBLÈME  CXXXVm. 

Quelle  est,  au  bout  de  n  années,  la  valeur  A  d'un  capi- 
tal a  placé  à  intérêts  composés  à  raison  de  r  pour  1  fr. 
par  an? 

Appliquer  la  formule  générale  au  cas  particulier  sui- 
vant : 

Pendant  combien  d'années  faut-il  placer  une  somme 
de  24  000  fr.,  à  5', 50  pour  1 00  par  an  et  à  intérêts  com- 
posés, pour  obtenir  le  capital  définitif  389  484', 70  ? 

Sol«ti«B. 

A  la  fin  de  la  première  année,  i  fr.  vaut  i  -}-''>  ^t  a  francs  valent 
a{\-\-r)  =  c^. 

Cette  somme  a'  devient,  à  la  fin  de  la  deuxième  année. 

Pareillement,  au  bout  de  la  troisième  année,  la  somme  {^'  vaut 
et  ainsi  de  suite. 
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Par  conséquent,  au  bout  de  n  années,  a  est  devenu 

[1]  A  =  «(l +  /•)«. 

Applleatton.  —  Dans  l'exemple  proposé,  la  quantité  qu*il  s'agit 
de  déterminer  est  n. 
Or  la  formule  [i]  donne 

log  A  =  log  fl -f- 72  log  (1  -f- /•). 

^  log  A  —  loc  a 

Donc  ^=   1      /;■    IX* 

log  (1  +  r) 

En  substituant  aux  lettres  leurs  valeurs,  il  vient 

log  389484,70  -^  log  24000  _  ^^  ^^^ 

''"-  log  1,053  -52  ans. 

PROBLÈME  CXXXIX. 

On  a  placé  un  capital  a,  à  raison  de  /  pour  cent  par 
an ,  pendant  n  années  et  un  nombre  de  mois  représenté 

par  la  fraction  -  d'une  année.  Combien  doit-on  toucher, 

au  bout  de  ce  temps? 

On  se  servira  de  la  formule  générale  pour  résoudre  le 
cas  particulier  suivant  : 

Un  capital  a  été  placé  pendant  1  an  et  8  mois ,  à  rai- 
son de  VySO  p.  100  par  an.  Au  bout  de  ce  temps  on  a 
touché  4019^^25;  quel  est  le  capital  qui,  grossi  de  ses 
intérêts,  a  donné  cette  somme? 

Solution. 

Si  la  somme  a  avait  été  placée  pendant  n  années  seulement,  A  se 
calculerait  à  Taide  de  la  formule 


^=''(*+ifoy' 


• 
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mais  a  a  clé  placé  pendant  n  années,  plus  la  fraction  -  d*une  année* 
Par  conséquent, 

[1  ]  A  =  «  (l  +  5^5)*+  l'intérêt  de  [a  (i  +  j^j^)*]  ,»endant  t. 
Or,  si  100  fr.        en  1  an  rapportent / 


i  fr.        en  i  an , , , .       — -r 

lOO 


à  r  P  ^     P 

^^''     *"i m-q 

L'expression  [1]  devient  donc 

^=''(*+i4)+''0+iFo)"-ïïïô-? 

c'est-à-dire 


m       *="(«+î4)"('+î4-?) 


• 


Appltcatlon.  —  De  la  formule  [â]  on  déduit 

A 

[3]  a  = .   .  -.  . : r  • 

('+i^)('+râô-f)^ 

En  substituant  aux  lettres  leurs  valeurs,  il  vient 


a 


4019,25  __       4019,25 

( t  +  0,045)  (1  +  0,045. 1)  —  (1 ,045)  (  î  ,030;: 
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Type  du  calcul. 

Logâf  =  log4019,  25 +  L  1,045 +  L  1,030 

Iog40i9,  25  =  3     ,6041450 

Zi  ,045  =T     ,9  808  837 

L1,030=T    ,9  871628 
Log«  =  3    ,5  721915, 

Le  nombre  correspondant  est 

a=:3734Sl5. 

PROBLÈME  CXL. 

Une  personne  place  chaque  année  une  somme  a  à  in- 
térêts composés  et  au  taux  de  r  pour  1  franc.  Combien 
touchera- t-elle  au  bout  de  n  années? 

On  appliquerai  formule  générale  au  cas  où  a=250  fr.  ; 
^  =  0',05et/^  =  20. 

(iolation. 

Il  est  clair  que  le  1  ^^  versement  a  vaudra,  au  bout  de  n  années, 
a  (1  +^)'*;  que  le  2*,  au  bout  de  n  —  1  années  sera  équivalent  à 
a(i  -j^r)  •*"*,  et  que  le  dernier  devra  être  compté  pour  «  (1  4"  '')•  ^^ 
aura  donc 

[1]  A=a(l+7')*+a(l+7'f-*+û(l  +  7')*-«+ +  fl(i-j-7-). 

=  «(i+r)[l+(l+r)+(l+r)«  +  ....  +  (l+r)-i]. 

Mais  1 , 1  -f-  /•,  (1  -f-  r)',  etc.,  sont  les  termes  d'une  progression  géo- 
métrique croissante  dont  la  raison  est  (1  -|-  '*)•  ^  somme  des  termes 
de  cette  progression  est  donnée  par  la  formule 

q  —  1  r 
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Par  conséquent. 


[2] 


A=îiii^[(l-|-r)«_d]. 


Applleatlon. —  Si  Ton  substitue  aux  lettres  leurs  valeurs,  Tex- 
pression  [2]  deviept 

La  quantité  [(i  ,05)* —  i]  n'est  pas  directement  calculable  par  loga- 
rithmes ;  on  en  cherchera  à  part  la  valeur. 

log  1,05  =  0,0211893 

20  log  1,05  =  0,4237860. 

lie  nombre  correspondant  est 

2,6533  =  (1,05)» 

1,6533  =  [(1,05)»<^—1]. 

L'expression  [3]  peut  donc  être  remplacée  par  la  suivante  : 

Type  da  calcul. 
Log  A  =  log  250  4-log  1,05  +  log  1,6533  +  L  0,05 

log  250  =  2,3  979  400 

logl,  05  =  0,0211893 

log  1,6533  =  0,2 183  517 

10^05  =  1,3  01 0300  =  --(—2+0,69897). 
LogA  =  3,9385110 

Donc  A  =  8679^82. 
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PROBLÈME  CXLI. 

Quelle  somme  faut-il  rembourser  annuellement  pour 
éteindre  une  dette  actuelle  A  au  moyen  d'un  nombre  n 
d'annuités,  le  taux  de  l'intérêt  étant  de  r  pour  1  franc 
par  an. 

On  appliquera  la  formule  générale  au  cas  particulier 
suivant  : 

Une  personne  emprunte,  à  raison  de  5  p,  100  par  an, 
une  certaine  somme  dont  elle  s'acquitte ,  en  3  ans ,  au 
moyen  d'une  annuité  de  9261  francs.  Combien  cette 
personne  avait-elle  emprunté? 

isolation. 

La  dette  actuelle  A,  deviendra,  au  bout  de  n  années 

A(l+r)*. 

D'autre  part,  la  l'^*  annuité  étant  payée  au  bout  d'un  an  doit  être 
comptée  pour ••..••••..,  r ...  .        ^  (^  "h  0**"* 

La  2%  pour a{\  -}-/•)'*"* 

et  ainsi  de  suite. 

La  dernière  ne  comptera  que  pour.  •••.,,  j» ..  ^        a 

On  devra  donc  avoir 

[i]  A(i+rr  =  a  +  «(i+r)  +  «(i+7')«+..   +û(l  +  r)»-i 

=  a[l+(l+r)  +  (l+r)»+...    +     (l-FO-i]. 

Les.  termes  compris  entre  crochets  forment  une  progression  géo- 
métrique croissante  dont  la  raison  est  1  -f-  /•  5  leur  somme  est  donc 

<jr  — 1  r 
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On  arrive  ainsi  à  l'équation 


[2] 


Aji+ry^^^'+^y-'l 


d'où  a  = ,.    ,     . — — . 

(1+r)»  — 1 

AppUestioa.  —  Dans  l'exemple  proposé,  l'inconnue  est  le  capi- 
tal A.  Or 


[3]  .[(l+r)''-11 

En  substituant  aux  lettres  leurs  valeurs,  il  vient 

r41  9261  [1 ,05» -^i] 

•■  ■■  ~     0,06  X  i  ,05»    ' 

La  quantité  [1,05'  —  i]  n'éunt  pas  directement  calculable  par  lo- 
garithmes, nous  en  chercherons  à  part  la  valeur. 

logi,05==O,O2i1893 
3  logi,05  =  0,0635679. 

Le  nombre  correspondant  est 

1,157625  =  1,05« 
0,157625  =  1,05»—! 

L*expression  [4]  peut  donc  être  remplacée  par  la  suivante  : 

[51  .  __9261  X  0,157625 

■""      0,05X1,05»     • 
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Type  du  calcul. 

Log  A  =  log  9261  +  log  0,157  625  +Ï70,05  +  3  L 1 ,05 

]o^  0261  =3,9666579 

logO,157625=T,  1976251 

L0,05  =  i,3010300 

3  L  1,05  =7,9364321 
log  A  =  4,4  01 7  451 

Donc  A  =  25  220  fr. 

PROBLÈME  CXUI. 

Deux  billets  sont  payables  l'un  a  dans  m  années,  l'au- 
tre b  dans  n  années.  Convertir  ces  deux  billets  en  un 
seul  Xy  payable  dans/;  années. 

isolation. 

Cherchons  les  valeurs  actuelles  de  a,  b  et  x^  car  alors  nous  pour- 
rons poser 

[11        Val.  act.  de  «  -|- Val.  acl.  de  h  =  Val.  act,  de  x 

Appelons  Va  la  val,  act.  de  o, 

Vfc        —       de^ 
Yg:       —       de  x; 

nous  aurons  «  =  Va  (1  +  /•)*"» 


<i'o"  V.^^ 
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b 


Pareillement,  V^  = 


(1  +  rr 


X 

et  V,= 


Par  conséquent  l'équation  générale  [i]  du  problème  devient  : 

a  ^       X 

EXERCICES. 

111.  Un  capitaliste place^  dans  une  maison  de  banque, 
une  somme  de  160  000  fr.^  à  5  p.  100  par  an.  Au  bout 
de  quatre  ans,  il  demande  sou  remboursement;  quelle 
somme  doit-il  toucher  ?  —  Rép.  194481  fr. 

112.  Un  officier  de  marine^  avant  de  partir  pour  un 
voyage  de  circumnavigation ,  avait  placé  à  la  banque , 
à  intérêts  composés  et  à  raison  de  5  p.  100  par  an, 
une  somme  de  6000  fr.  Son  voyage  dure  quatre  ans; 
quelle  somme  l'officier  touche-t-il  à  son  retour  ?  — 
Rép.  7293',04. 

113.  Un  ouvrier  place  chaque  année  1 50  fr.  à  la  caisse 
d'épargne.  Combien  possède-t-il  au  bout  de  20  ans,  le 
taux  étant  4 1  p.  100  par  an?  — Rép.  4920  fr. 

114.  Quelle  annuité  faiit-il  payer  pour  éteindre  en 
1 0  ans  une  dette  de  25  000  fr.,  en  calculant  les  intérêts  à 
raisoa  de  5  p.  100  par  an?  —  Rép.  3237S60. 


GÉOMÉTRIE  PLANE. 

CHAPITRE  PREMIER. 

LA  LIGNE  DROITE,  LES  POLYGONES  ET  LA  GIRGONFÉRENGE. 

S  1.  LIGNES,  ANGLES  ET  POLYGONES. 
Nolioms  prélimliiaires* 

96.  DiÉFiNiTioNS.  —  La  géométrie  a  pour  objet  la  mesure  de  Té- 
tendue  des  figures  et  l'étude  de  leurs  propriétés. 

On  donne  le  nom  de  figures  aux  volumes,  au^  surfaces  et  aux  li- 
gnes. On  appelle  volume  la  portion  d'espace  occupé  par  un  corps  ;  ce 
corps  est  séparé  de  Tespace  environnant  par  une  limite  qu'on  désigne 
sous  le  nom  de  surface;  l'intersection  de  deux  surfaces  est  une  ligne. 

Il  y  a  plusieurs  espèces  de  lignes  :  la  ligne  droite  est  le  plus  court 
chemin  d'un  point  à  un  autre  ;  la  ligne  brisée  ou  polygonale  est  com- 
posée de  lignes  droites.  Lorsque  la  ligne  polygonale  est  telle,  qu'une 
de  ses  parties,  prolongée  indéfiniment,  laisse  la  figure  tout  entière 
d'un  même  côté,  on  dit  que  cette  ligne  est  convexe.  Toute  ligne  qui 
n'est  ni  droite  ni  composée  de  lignes  droites  est  une  ligne  courbe. 

Le  plan  est  la  plus  simple  de  toutes  les  surfaces  ;  ce  qui  le  caracté- 
rise, c'est  qu'on  peut  y  appliquer  une  ligne  droite  dans  tous  les  sens. 

97.  Lignes  et  angles.  —  1a  figure  formée  par  deux  droites  qui  se 
coupent  est  un  angle.  Lorsqu'une  ligne  droite  qui  en  rencontre  une 
autre  ne  penche  pas,  sur  celle-ci,  d'un  côté  plus  que  de  l'autre,  en 
d'autres  termes,  lorsque  les  deux  angles  adjacents  qu'elle  forme  avec 
la  deuxième  sont  égaux,  on  dit  qu'elle  est  perpendiculaire  sur  la 
deuxième  et  que  les  deux  angles  adjacents  sont  droits.  Si  les  angles 
adjacents  sont  inégaux,  la  première  ligne  est  oblique  sur  la  deuxième  ; 
l'un  des  angles,  le  plus  petit,  est  aigUy  et  l'angle  adjacent  est  obtus. 

Par  un  point  pris  sur  une  droite,  on  peut  élever  une  perpendicu- 
laire sur  cette  droite,  et  l'on  n'en  peut  élever  qu'une. 

Toute  ligne  droite  qui  en  rencontre  une  autre  fait  avec  celle-ci 
deux  angles  adjacents  dont  la  somme  est  égale  à  deux  angles  droits. 
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Ces  angles  sont  dits  supplémentaires  ;  on  nomme  complémentaires 
deux  angles  dont  la  somme  est  égale  à  un  droit. 

Si  deux  angles  adjacents  valent  ensemble  deux  angles  droits,  les 
deux  cotés  extérieurs  sont  en  ligne  droite. 

La  somme  des  angles  formés  autour  d*un  point  est  égale  à  quatre 
angles  droits. 

Toutes  les  fois  que  deux  lignes  droites  se  coupent,  les  angles  oppo- 
sés au  sommet  sont  égaux. 

98.  Triangles.  —  On  appelle  triangle  la  figure  formée  par  3  li- 
gnes droites  qui  se  coupent  deux  à  deux.  Un  triangle  est  équilatéral^ 
lorsque  ses  trois  côtés  sont  égaux  ;  si  deux  côtés  seulement  sont 
égaux,  il  est  isocèle;  il  est  scalene^  quand  les  trois  côtés  sont  inégaux. 

Ëffalité  des  triangles. — Deux  triangles  sont  égaux  :  i*^  lorsqu'ils 
ont  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun; 
2^  lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux  chacun  à 
chacun  ;  3^  lorsqu'ils  ont  les  trois  côtés  égaux. 

On  démontre,  en  général,  ce  troisième  cas  d'égalité  en  s'appuyant 
sur  la  proposition  suivante  :  Lorsque  deux  triangles  ont  deux  côtés 
égaux  chacun  à  chacun  et  l'angle  formé  par  les  deux  côtés  du  premier, 
plus  grand  que  Tangle  formé  par  les  deux  côtés  du  second^  le  troi- 
sième côté  du  premier  triangle  est  plus  grand  que  le  troisième  côté 
du  second. 

Propriétés  des  triangies  isoeèies.  —  Dans  un  triangle  isocèle, 
les  angles  opposés  aux  côtés  égaux  sont  égaux.  La  ligne  menée  du 
sommet  au  milieu  de  la  base  est  à  la  fois  bissectrice  et  hauteur  ;  en 
d'autres  termes,  elle  partage  l'angle  du  sommet  en  deux  parties  éga- 
les et  tombe  perpendiculairement  sur  la  base. 

Lorsque,  dans  un  triangle,  deux  angles  sont  égaux,  les  côtés  op- 
posés sout  aussi  égaux,  et  le  triangle  est  isocèle. 

Perpendieaiaire  et  obliques.  —  D'un  point  pris  hors  d'une 
droite,  on  peut  abaisser  une  perpendiculaire  sur  cette  droite,  et  l'on 
n'en  peut  abaisser  qu'une. 

La  perpendiculaire  est  plus  courte  que  toute  oblique  ;  deux  obli- 
ques qui  s'écartent  également  du  pied  de  la  perpendiculaire  sont 
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égales  ;  et  de  deux  obliques^  celle  qui  s'écarte  le  plus  du  pied  de  la 
perpendiculaire  est  la  plus  longue. 

Triangles  reetangles. — Le  triangle  rectangle  est  celui  qui  a  un 
angle  droit.  Le  côté  opposé  à  l'angle  droit  se  nomme  hypoténuse. 

Lorsque  deux  triangles  rectangles  ont  l'hypoténuse  égale  et  un 
côté  égal,  ils  sont  égaux.  Ils  sont  encore  égaux  s'ils  ont  l'hypoténuse 
égale  et  un  angle  aigu  égal. 

99.  Droites  PABAixiLES.  —  On  appelle  ainsi  des  droites  qui,  si- 
tuées dans  un  même  plan,  ne  peuvent  se  rencontrer,  à  quelque  dis- 
tance qu'on  les  prolonge. 

Deux  droites  perpendiculaires  sur  une  autre  droite  sont  parallèles. 
Réciproquement,  lorsque  deux  droites  sont  parallèles,  toute  perpen- 
diculaire sur  l'une  d'elles  est  perpendiculaire  sur  l'autre. 

Deux  parallèles  forment  avec  une  transversale  :  !<>  des  angles  al- 
ternes internes  égaux  ;  2«  des  angles  alternes  externes  égaux  ;  3^  des 
angles  correspondants  égaux  ;  4o  des  angles  intérieurs  ou  extérieurs, 
d'un  même  côté  de  la  sécante,  supplémentaires.  La  réciproque  de 
cette  proposition  est  également  vraie. 

Deux  angles  qui  ont  leurs  côtés  parallèles  sont  égaux  ou  supplé- 
mentaires; de  même,  deux  angles  sont  égaux  ou  supplémentaires, 
lorsque  leurs  côtés  sont  perpendiculaires  chacun  à  chacun. 

iOO.  Somme  des  angles  d'uk  triangle  et  d'un  polygone.  —  La 
somme  des  angles  d'un  triangle  est  égale  à  deux  angles  droits. 
La  somme  des  angles  intérieurs  d'un  polygone  convexe  est  égale  à 
autant  de  fois  deux  angles  droits  qu'il  y  a  de  côtés  moins  deux. 

iOi.  Des  paralu^ocrammes.  —  Parmi  les  quadrilatères  ou  poly^ 
gones  de  quatre  côtés,  on  distingue  :  !<>  ]e  parailélogranime,  qui  a  les 
côtés  opposés  parallèles  ;  2<^  le  rectangley  dont  les  quatre  angles  sont 
droits  ;  3®  la  losange ^  dont  les  quatre  côtés  sont  égaux  ;  4°  le  carréy 
qui  a  les  côtés  égaux  et  les  angles  droits. 

Dans  un  parallélogramme,  les  côtés  opposés  sont  égaux,  ainsi  que 
les  angles  opposés. 

Un  quadrilatère  est  un  parallélogramme,  lorsque  ses  côtés  opposés 
sont  égaux  deux  à  deux,  ou  lorsque  deux  côtés  opposés  sont  égaux  et 
parallèles. 
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Dans  un  parallélogramme,  les  diagonales  se  coupent  mutuellement 
en  deux  parties  égales. 

PROBLÈME  CXLUI. 

On  donne  une  droite  XX'  et  deux  points  A  et  B  situés 
d'un  même  côté  de  cette  ligne  (fig.  9);  on  demande 
de  trouver,  sur  la  droite  donnée,  un  point  tel  que 
AI\I-|-BM  soit  minimum. 

Solvtioii. 

Abaissons  du  point  A,  sur  XX',  la  perpendiculaire  AP,  et  pro- 
P'S-  9*  longeons  cette    ligne    d'une    quantité 

PA'  =  AP  ;  nous  aurons 

AM+  ]ViB  =  A'M  +  MB. 

Or  il  est   évident    que    la    somme 
A'M+MB  sera  minimalorsqae  les  trois 
points  A',  M  et  B  seront  en  ligne  droite. 
Delà  résulte  la  construction  suivante  : 
Joignez  le  point  B  au  point  A';  la  ligne  ainsi  tracée  coupera  XX'  en 
un  certain  point  M  qui  sera  le  point  cherché. 

PROBLEME  CXLIV. 

Deux  points  A  et  B  étant  donnés  de  part  et  d'autre 

d'une  ligne  XX\  trouver  sur  cette  ligne  un  point  tel,  que 

P»8.  ^0.  la  différence  des  distances  AM  et 

MB  soit  maxima  (fig.  i  0). 

Solation. 

Prenons  PA' = AP,  nous  aurons 
AM  — BMi^AlW  — BM. 

Or  il  est  facile  de  voir  que  la  diffé- 
rence A'M  —  BM  est  maxima  quand  les  trois  points  A',  B  et  M  sont 
en  ligne  droite. 
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En  efFet,  si  Ton  prend  sur  XX'  un  point  quelconque  N,  on  a 

A'N  — BN<A'B  : 

car,  dans  un  triangle,  un  côté  quelconque  est  plus  grand  que  la  dif- 
férence des  deux  autres. 

Par  conséquent,  pour  déterminer  la  position  du  point  M,  prolon- 
gez la  perpendiculaire  AP  d'une  quantité  égale  à  elle-même,  et  joi- 
gnez A',  ainsi  obtenu,  au  deuxième  point  donné  B.  L'intersection  M  est 
le  point  demandé. 

PROBLEME  CXLV. 

D'un  point  pris  sur  la  base  d'un  triangle  isocèle  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  deux  autres  côtés; 
démontrer  que  la  somme  de  ces  perpendiculaires  est 
égale  à  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'une  des  extré- 
mités de  la  base  sur  le  côté  opposé. 

Solation. 

Du  point  donné  M  (fig.  il),  abaissons  une  perpendiculaire  MD  sur 
Fig«  **'  la  hauteur  AE  ;  la  figure  MDEQ  sera  un  rectan- 

gle dans  lequel 

DE==MQ. 

Si,  par  conséquent,  nous  pouvons  prouver 
que  AD  =PM,  le  théorème  sera  démontré. 
Or  les  deux  triangles  APM  et  ADM  sont 
®  rectangles,  l'un  en  P,  l'autre  en  D.  Ces  trian- 
gles ont  l'hypoténuse  AM  commune  ;  de  plus,  Tangle  A  =  DMA , 
car  DMA=  B,  comme  correspondant,  et  B  =  A,  par  hypothèse. 

Les  deux  triangles  APM  et  ADM  étant  égaux,  les  côtés  opposés  aux 
angles  égaux  sont  égaux,  et  Ton  a 


PM=:AD; 


d^où  finalement, 


PM4-MQ  =  AD+DE=AE.  c.  q.  f.  d. 
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PROBLEME  CXLVI. 

Si  d'un  point  pris  Jans  l'intérieur  d'un  triangle  équi- 
laiéral,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  trois 
côtés,  la  somme  de  ces  perpendiculaires  est  égale  à  la 
hauteur  du  triangle. 

Solation. 


11  s'agit  de  démontrer  que 

Mp  ^  MQ  4- MR  = //. 

A  cet  effet,  menons  par  le  point  M  (fig.  12) 
une  parallèle  à  AB;  nous  aurons 

MP  +  MQ=DF  =  CK. 
n  Donc   MP  +  MQ+MR=CK-f  KI=/*. 


PROBLÈME  CXLVII. 

On  donne  deux  droites  parallèles  et  un  point  pris 
hors  de  ces  droites;  on  demande  de  mener,  par  ce  point, 
une  droite  dont  la  partie  comprise  entre  les  deux  paral- 
lèles soit  égale  à  8  mètres. 


Solution. 

Soient  ABet  CD  les  parallèles  données  (fig.  43).   On  prendra  sur 

Tune  d'elles,  AB  par  exemple,  un 
point  quelconque  P;  du  point  P 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal 
à  8  mètres,  on  décrira  un  arc  de 
cercle.  Cet  arc  déterminera  un 
point  d'intersection  Q  que  l'enjoin- 
dra au  point  P.  En  menant,  par  le 

point  0,  une  parallèle  à  PQ,  on  aura  une  droite  dont  la  partie  MN, 

comprise  enlrc  les  parallèles,  sera  c^ale  à  PQ. 
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PROBLÈME  GXLVni. 

Combien  le  polygone  qui  a  35  diagonales  a-t-il  de 
côtés? 

Selvtloii. 

Soit  X  le  nombre  des  côtés  de  ce  polygone.  Par  chaque  sommet^ 
on  peut  mener  {x —  3)  diagonales;  et,  comme  il  y  a  j?  sommets,  on 
arrive  au  nombre  ar(j:  —  3). 

Mais  chaque  diagonale  est  comptée  2  fois  ;  donc 

x(x  —  3) 
^   ^    ^  =35> 

On  en  déduit  .r*  —  3x  —  70  =  0  ; 

3±:17 


y— •' 


d'où  ^  =  |±y/^+70  = 

En  rejetant  la  valeur  négative,  on  obtient 

071  =  10. 


EXERCICES. 

115.  Dans  un  triangle,  la  somme  des  médianes  est 
plus  petite  que  celle  des  côtés. 

116.  Construire  la  route  que  doit  suivre  la  bille  d*un 
joueur,  pour  frapper  la  bille  de  l'adversaire ,  après  avoir 
touché  les  quatre  bandes  du  billard. 

117.  Les  bissectrices  des  angles  d'un  triangle  se  cou- 
pent en  un  même  point.  Il  en  est  de  même  des  trois 
médianes  et  des  trois  hauteurs. 

118.  La  figure  qui  a  pour  sommets  les  milieux  des 
côtés  d'un  quadrilatère  est  un  parallélogramme. 

PR.  DE  MATH.  14* 
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119.  Trouver  la  formule  qui  exprime  la  somme  des 
angles  extérieurs  d'un  polygone  de  n  côtés.  —  Rép. 
2n— .(2n  — A)  =  4^ 

S  2.  LE  CERCLE  ET  LÀ  JISSURE  DES  ANGLES. 

i09.  GuLcaNFERBNGE.  -—  De  toutes  les  lignes  courbes,  la  plus  sim- 
ple est  la  circonférence.  On  appelle  ainsi  une  ligne  dont  tous  les 
points  sont  également  distants  d'un  point  intérieur  nommé  centre.  La 
portion  de  plan  terminée  à  la  circonférence  est  le  cercle. 

Toute  droite  menée  du  centre  à  la  circonférence  est  un  rayon; 
toute  droite  passant  par  le  centre,  et  terminée  de  part  et  d'autre  à  la 
circonférence,  est  un  diamètre.  Le  diamètre  est  la  plus  grande  ligne 
droite  qu'on  puisse  mener  dans  un  cercle  \  il  divise  le  cercle  et  sa 
circonférence  en  deux  parties  égales. 

Un  cire  est  une  portion  de  circonférence;  une  corde  est  une  droite 
qui  joint  les  deux  extrémités  d'un  arc,  La  surface  comprise  entre  l'arc 
et  la  corde  est  un  segment  de  cercle;  ua secteur  est  la  partie  du  cercle 
comprise  entre  un  arc  et  les  deux  rayons  menés  aux  extrémités  de 
cet  arc. 

Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux,  les  arcs  égaux 
sont  sous-tendus  par  des  cordes  égales,  et  réciproquement.  Si  les  arcs 
sont  inégaux,  le  plus  gAmd  est  sous-tendu  par  la  plus  grande  corde, 
et  réciproquement.  Le  rayon  perpendiculaire  à  une  corde  divise  oette 
corde  et  Tare  sous-tendu  chacun  en  deux  parties  égales. 

Par  trois  points,  non  en  ligne  droite,  on  peut  faire  passer  une  cir- 
conférence, et  Ton  n'en  peut  faire  passer  qu'une. 

Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux,  deux  cordes  égales 
sont  également  éloignées  du  centre,  et  de  deux  cordes  inégales,  la 
plus  grande  est  la  plus  rapprochée  du  centre. 

Une  sécante  est  une  droite  qui  rencontre  la  circonférence  en  deux 
points  ;  une  droite  qui  n'a  qu'un  point  commun  avec  la  circonférence 
est  dite  tangente  à  la  circonférence  en  ce  point.  Toute  perpencMcu- 
laire  menée  à  l'extrémité  d'un  rayon  est  tangente,  et  réciproque- 
ment. 

Deux  parallèles  interceptent  sur  la  circonférence  des  arcs  égaux. 


i 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES.  211 

i05.  Contact  et  intersection  de  deux  ciRcoNFiaENCES.  —  Lors- 
que deux  circonférences  sont  extérieures,  la  distance  des  centres  est 
plus  grande  que  la  somme  des  rayons;  si  les  deux  circonférences 
sont  intérieures,  cette  distance  est  plus  petite  que  la  différence  des 
rayons  ;  si  elles  sont  tangentes  extérieurement,  la  distance  des  centres 
est  égale  à  la  somme  des  rayons,  et  elle  est  égale  à  leur  différencie,  si 
les  circonférences  sont  tangentes  intérieurement.  Lorsque  deux  cir- 
conférences se  coupent,  la  distance  des  centres  est  plus  petite  que  la 
somme  des  rayons  et  plus  grande  que  leur  différence. 

i04.  Mesure  des  angles.  —  La  mesure  d'un  angle  au  centre  est 
égale  à  la  mesure  de  l'arc  qu'il  intercepte  sur  la  circonférence. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  on  s'appuie  sur  les  propositions  sui- 
vantes : 

Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux,  les  angles  égaux 
dont  le  sommet  est  au  centre  interceptent,  sur  la  circonférence,  des 
arcs  égaux,  et  réciproquement.  Il  en  résulte  que  le  rapport  des  an- 
gles au  centre  est  le  même  que  celui  des  arcs  interceptés. 

C'est  pour  exprimer  facilement,  en  nombres,  les  arcs  et  par  suite 
les  angles,  qu'on  a  divisé  la  circonférence  en  360  parties  égales  ou 
degrés^  le  degré  en  60  minutes  et  la  minute  en  60  secondes.  Il  est  bon 
de  rappeler  que  Tangle  droit  correspond  à  90^,  Pangle  d'un  triangle 
équilatéral  à  60%  et  Pangle  aigu  d'un   triangle   rectangle   isocèle 

Un  angle  formé  par  deux  cordes  qui  se  rencontrent  sur  la  circon- 
férence est  dit  angle  inscrit.  Un  angle  inscrit  a  pour  mesure  la  moitié 
de  Parc  compris  entre  ses  côtés. 

L'angle  formé  par  deux  cordes  qui  se  croisent  dans  l'intérieur  de 
la  circonférence  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  compris  entre  ses 
côtés,  plus  la  moitié  de  l'arc  compris  entre  les  prolongements  des 
mêmes  côtés.  Lorsque  le  sommet  d'un  angle  est  hors  de  la  circonfé- 
rence, Pangle  a  pour  mesure  la  moitié  de  Parc  concave  mcuns  la 
moitié  de  Parc  convexe. 

PROBLEHE  GXLIX. 

Étant  doimé  un  système  de  deux  droites  indéfinies 
qui  se  coupent,  mener,  par  im  point  P  pris  dans  l'angle 
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de  ces  droites,  une  sécante  qui  détermine,  sur  les  deux 
droites ,  des  longueurs  égales  à  partir  du  sommet  S 

(fig.  14). 

1'  Peut-on  mener  plus  d'une  droite  satisfaisant  à  la 
question  ? 

2®  Dans  quel  cas  n'en  peul-on  mener  qu'une  seule? 

Solation. 

1^  Menons  les  bissectrices  des  angles  a  et  P;  puis,  du  point   P, 
Fig.  14.  abaissons   des  perpendiculaires  sur   ces 

N  j  bissectrices. 

,^^ç  I         \\y^^      L'une   de  ces   perpendiculaires,    AB, 

"\^gi  ^  déterminera  le    triangle    isocèle    ASB, 

~>^is\!  ^*"^  lequel 

^y^    \    ^\  ,,  AS  =  SB. 

B  i 

*^  L'autre  perpendiculaire,  CD,  détermi- 

nera le  triangle  isocèle  CSD,  dans  lequel 

CS=SD. 

Ainsi,  du  point  P,  deux  droites  satisferont  à  la  question. 

2°  Quand  le  point  P  est  situé  sur  la  bissectrice  de  l'angle  a,  la  per- 
pendiculaire CD  se  réduit  à  un  point,  le  point  S. 

PROBLÈME  CL. 

Dans  tout  triangle  rectangle,  T  le  diamètre  du  cercle 
circonscrit  est  égal  à  l'hypoténuse;  2"*  le  diamètre  du 
cercle  inscrit  est  égal  à  l'excès  de  la  somme  des  deux 
côtés  de  Tangle  droit  sur  l'hypoténuse. 

Solntion. 

i^  Pour  démontrer  que  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  est  égal  à 
l'hypoténuse,  il  suffit  de  remarquer  que  si  Ton  fait  passer  une  circon- 
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férence  par  les  trois  points  A,  B  et  C  (fig.  15),  l'angle  A,  étant  droit, 
sera  inscrit  dans  une  demi- circonférence. 


Fig.  4  5. 


2®  L'hypoténuse  BC  se  compose  de  deux 
parties  BP  et  PC.  Or 

BP=BR; 

car  les  triangles  rectangles  OPB  et  ORB  sont 
égaux,  puisqu'ils  ont  :  i°  l'hypoténuse  com- 
mune ;  2°  deux  côtés  de  l'angle  droit  égaux 
chacun  à  chacun,  comme  rayons  du  cercle  in- 
scrit dans  le  triangle. 

Pareillement ,  CP  =  CQ. 

Donc  BP  +  CP  ou  BC  ==  BR  +  CQ. 

L'excès  des  côtés  AB  et  AC  sur  Phypoténuse  est  donc  égal  à 

AQ-{^AR  =  2r=:fi?.  c.  q.  f.  d. 

PROBLÈME  CLI. 

Les  trois  côtés  d'un  triangle  ont  respectivement  41 2, 
506  et  514  mètres;  trouver  les  valeurs  des  six  segments 
déterminés^  sur  ces  côtés,  par  le  cercle  inscrit  dans  le 
triangle. 

Solution, 

Appelons  2/7  =  1432  mètres  le  périmètre  du  triangle,  et  a,  by  c 
les  longueurs  des  différents  segments.  On  a  évidemment  (fig.  16)  : 

Fig.  46. 

d'où 
rt=p— (ô4-r)r=;?  — AC=210", 

^  =  /?  — rû  +  r)=/?  — AB=202'" 


et 


'<. c  — 


— v^l 


E       c=:/?— (rt  +  ^)=/?--BC  =  304. 
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PROBLÈME  dill. 

Le  rayon  d*une  première  circonférence  est  le  diamètre 
d'une  seconde;  on  prend,  sur  ces  deux  circonférences, 
deux  arcs  égaux  en  longueur.  Démontrer  que  les  extré- 
mités des  arcs  et  le  centre  de  la  grande  circonférence 
sont  en  ligne  droite. 

Solution. 

Soit  a  la  longueur  des  arcs  AB  et  AD  rectifiés  (fig.  \  7).  Pour  dé- 
Fig.  47.  montrer  que  les  trois  points  G,  D,  B  sont  en 

ligne  droite,  il  suffit  de  prouver  que 

A0B=A0D; 

car,  s'il  en  est  ainsi,  les  lignes  OB  et  CD  se 
confondent. 


Or 


AOb  =  1  AO'D , 


puisque  le  premier  de  ces  angles  est  inscrit 
dans  la  petite  circonférence,  tandis  que  le  deuxième  est  au  centre. 

D'autre  part,  AOB,  considéré  comme  placé  au  centre  G  de  la  cir-^ 
conférence  décrite  avec  OC  pour  rayon,  a  pour  mesure  O'G. 

Uarc0'C  =  ^AB  =  4AD. 


Donc 


A0B=^A0'D  =  A0D. 


G.  Q.  F.  D. 


Remarque.  —  Les  arcs  tels  que  AB  et  AD  sont  à  chaque  instant 
égaux  dans  le  système  de  Lahire*.  Ce  système  se  compose  d'nne  pe- 
tite roue  dentée  qui  engrène  avec  une  deuxième  roue,  dentée  inté- 
rieurement, et  dont  le  rayon  est  double  de  celui  de  la  première. 
Un  point  quelconque  de  la  circonférence  mobile  engendre  un  diamètre 
du  cercle  fixe** y  on  peut  donc,  à  l'aide  d'un  tel  système,  trans- 


*  Philippe  de  Lahire,  mathématicien  né  à  Paris  en  1640,  mort  en  1719. 
**  Ce  théorème  est  attribué  à  Jérôme  Cardan^  savant  du  seizième  siècle,  né 
à  Paris  en  1501,  mort  en  1S76. 
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former  un  mouvement  circulaire  continu  en  un  mouvement  rectîligne 
alternatif. 

PROBLÈME  cuil. 

Construire  un  triangle  ëquilatéral  ayant  ses  sommets 
sur  trois  parallèles  données. 

Solation* 

Soit  ABC  (fig.  i  8)le  triangle  équilatéral  demandé.  La  circonférence 
Fig»  ^8.  dans  laquelle  ce  triangle  est  inscrit 

coupe  la  première  parallèle  en  un 
point  D.  Joignons  ce  point  à  A  et 
à  B  ;  nous  aurons  a!  =  a  comme 
inscrit  dans  le  même  segment;  donc 

a'  =  60S 

puisque  le  triangle  ABC  est  équila- 
téral par  hypothèse. 

Pareillement,  P'  =  P  =  60^ 

Par  conséquent,  pour  résoudre  le  problème  proposé,  on  procédera 
de  la  manière  suivante  :  En  un  point  quelconque  D  de  la  première 
parallèle,  on  tracera  deux  droites  faisant  entre  elles,  et  avec  la  pre- 
mière parallèle,  des  angles  de  60^,  L'une  de  ces  droites  coupera  la 
deuxième  parallèle  en  A  ;  l'autre  coupera  la  troisième  en  B.  En  joi- 
gnant A  et  B,  on  obtiendra  un  triangle  auquel  on  circonscrîra  une 
circonférence.  AB  sera  la  base,  et  G  Iç  sommet  du  triangle  cherché. 

EXERCICES. 

120.  Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle, 
la  somme  de  deux  côtés  opposés  €st  égale  à  la  somme 
des  deux  autres. 

121.  Par  le  point  de  contact  de  deux  cercles  tan- 
gents, on  mène  deux  sécantes  quelconques  ;  prouver  que 


M     .     n^^''^      \ 

X 

4^  \ 

1 
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les  droites  qui  joignent,  dans  chaque  cercle,  les  extré- 
mités de  ces  sécantes,  sont  parallèles. 

122.  Par  le  point  d'intersection  de  deux  circonfé- 
rences, on  mène  deux  cordes  communes;  démontrer 
que  les  droites  qui  joignent  les  extrémités  de  ces  cordes 
font  entre  elles  un  angle  constant. 

123.  Les  bissectrices  des  angles  intérieurs  d'un  qua- 
drilatère forment  un  quadrilatère  inscriptible. 

124.  Construire  un  triangle,  connaissant  le  périmètre 
et  les  trois  angles. 


CHAPITRE  IL 

FIGURES  SEMBLABLES. 
S  1.  LES  LIGNES  PROPORTIONNELLES  ET  LA  SIMILITUDE. 

Notions  prélimliiaires. 

105.  Lignes  proportionnfxles.  —  Toute  parallèle  à  l'un  des  côtés 
d'un  tiiangle  divise  les  deux  autres  côtés  en  parties  proportionnelles, 
et  réciproquement. 

La  bissectrice  de  l'angle  au  sommet  d'un  triangle  partage  la  base 
en  deux  segments  proportionnels  aux  côtés  adjacents  ;  la  bissectrice 
de  l'angle  extérieur  détermine  aussi,  sur  la  base  prolongée,  deux 
segments  proportionnels  aux  mêmes  côtés. 

106.  Figures  semblables.  —  On  appelle  triangles  semblables  ceux 
qui  ont  les  angles  égatix  et  les  côtés  homologues  proportionnels  ;  on 
entend  par  côtés  homologues  ceux  qui  sont  opposés  aux  angles  égaux. 
En  général,  on  nomme  polygones  semblables  ceux  qui  ont  les  angles 
égaux  chacun  à  chacun  et  les  côtés  homologues  proportionnels.  On 
entend  cette  fois  par  côtés  homologues  ceux  qui  sont  adjacents  aux 
angles  égaux. 

Deux  triangles  équiangles  ont  leurs  côtés  homologues  proportion- 
nels ;  inversement,  deux  triangles  dont  les  côtés  sont  proportionnels 
sont  équiangles,  et  partant  semblables. 

Deux  triangles  sont  encore  semblables,  lorsqu'ils  ont  un  angle 
égal  compris  entre  côtés  proportionnels,  ou  bien  lorsque  leurs  côtés 
sont  parallèles  ou  perpendiculaires  chacun  à  chacun. 

Deux  polygones  semblables  peuvent  être  décomposés  en  un  même 
nombre  de  triangles  semblables  chacun  à  chacun  et  semblablement 
disposés.  La  proposition  inverse  est  également  vraie. 

Lorsque  deux  triangles  ont  un  angle  égal,  ils  sont  entre  eux  comme 
les  côtés  qui  comprennent  l'angle  égal.  On  déduit^de  ce  théorème 
que  les  triangles  semblables  sont  entre  eux  comme  les  carrés  de  leurs 
côtés  homologues  ou  de  leurs  hauteurs,  et,  d'une  façon  plus  générale, 
que  les  surfaces  des  polygones  semblables  sont  entre  elles  comme  les 
carrés  de  leurs  côtés  homologues.  On  sait  d'ailleurs  que  les  contours 
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ou  périmètres  de  ces  polygones  sont  entre  eux  comme  ces  mêmes 
côtés. 

107.  Propriétés  du  triangle  rbgtangls;  propositions  qui  s'y  rat- 
tachent. —  Si  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  on  abaisse  une 
perpendiculaire  sur  l'hypoténuse  :  i^  les  deux  triangles  partiels  ainsi 
formés  sont  semblables  entre  eux  et  au  triangle  total  ;  2<*  la  perpen- 
diculaire est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  segments  de 
l'hypoténuse  ;  3°  chaque  côté  de  l'angle  droit  est  moyen  proportion- 
nel entre  l'hypoténuse  entière  et  le  segment  adjacent. 

Il  suit  de  là  que  le  carré  fait  sur  l'hypoténuse  est  égal  à  la  somme 
des  carrés  faits  sur  les  deux  autres  côtés.  Si  le  triangle  proposé  est 
quelconque,  le  carré  d'un  côté  opposé  à  un  angle  est  égal  à  la  somme 
des  carrés  des  deux  autres,  moins  ou  plus  2  fois  le  rectangle  *  de 
l'un  de  ces  côtés  par  la  projection  du  deuxième  sur  le  premier.  Le 
signe  —  convient  au  c^  où  l'angle  en  question  est  aigu;  si  cet  angle 
est  obtus,  c'est  le  signe  -|-  <iu'il  faut  prendre. 

Dans  tout  quadrilatère,  la  somme  des  carrés  des  quatre  côtés  est 
égale  à  la  somme  des  carrés  des  diagonales,  plus  4  fois  le  carré  de 
la  ligne  qui  joint  leurs  milieux.  On  s'appuie,  pour  démontrer  cette 
proposition,  sur  ce  que  la  somme  des  carrés  des  côtés  qui  compren- 
nent l'angle  au  sommet  d'un  triangle  égale  le  double  du  carré  de  la 
demi-base,  plus  le  double  du  carré  de  la  médiane. 

108.  Figures  régulières.  —  Les  polygones  qui  sont  à  la  fois 
équiangles  et  équilatéraux  sont  des  polygones  réguliers.  Lorsque  deux 
polygones  réguliers  ont  un  même  nombre  de  côtés,  ils  sont  sembla- 
bles. Tout  polygone  régulier  peut  être  inscrit  dans  un  cercle  et  peut 
lui  être  circonscrit. 

Les  périmètres  des  polygones  réguliers  sont  comme  les  rayons  des 
cercles  circonscrits  et  aussi  comme  les  rayons  des  cercles  inscrits; 
leurs  surfaces  sont  comme  les  carrés  de  ces  mêmes  rayons.  Le  cer- 
cle peut  être  considéré  comme  la  limite  d'une  suite  de  polygones 
réguliers,  dont  le  nombre  des  côtés  augmente  indéfiniment;  les  cir- 
conférences sont  donc  entre  elles  comme  leurs  rayons,  et  les  cercles 
comme  les  carrés  de  ces  rayons. 


^s* 


*  On  appelle  ainsi  le  produit  de  ces  deux  quantités. 
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On  conclut  de  là  que  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  est 
constant.  Ce  rapport,  que  l'on  désigne  par  la  lettre  ^r^est  incommen- 
surable ;  sa  valeur  en  décimales  est 

^=•3,141 3926535897932.... 


De  l'égalité 


on  tire 


5-  =  '^> 


C  =  27cr. 


On  appelle  arcs  semblables^  secteurs  semblables^  segments  sembla^ 
blés  ceux  qui  répondent  à  des  angles  au  centre  égaux.  Les  arcs  sem- 
blables sont  entre  eux  comme  les  rayons  des  circonférences  aux- 
quelles ils  appartiennent;  les  secteurs  semblables  sont  comme  les 
carrés  de  ces  rayons. 

PROBLÈME  CLIV. 

Toute  transversale  détermine ,  sur  les  côtés  d'un 
triangle ,  six  segments  en  involution  *. 

Solailoift. 

Soit  un  triangle  ABC  (fig.  i9)  coupé  par  une  transversale  MP;  il 
Fig.  4  0.  s'agit  de  démontrer  la  relation 


CM  .  AN  .  BP  =  CN .  AP .  BM. 

A  cet  efiPet,  menons  par  le  sommet  C  du 
triangle  une  parallèle  à  la   transversale. 
B  Cette  ligne  auxiliaire  nous  donnera 


D'autre  part, 


DP 

CN"~ 

AP 

'AN' 

CM 

BM 

DP" 

Bp- 

m 


[2] 


*  C'est-à-dire  six  segments  tels,  que  le  produit  de  trois  segments,  qui  n*ont 
pas  d'extrémités  communes,  égale  le  produit  des  trois  autres. 
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En  multipliant  ces  deux  expressions  Tune  par  l'autre  on  obtient 

CM      AP .  BM 


ù\n\ 


ou 


CN""AN  .BP' 
CM   AN.BP  =  CN.AP.BÎVf. 


C.  Q.  F.    D. 


PROBLEME  CLV. 

Étant  donné  un  point  dans  rintérieur  d'un  triangle, 
on  joint  ce  point  aux  trois  sommets  et  l'on  prolonge  les 
lignes  ainsi  obtenues  jusqu'aux  côtés  du  triangle.  Dé- 
montrer qu'on  détermine  de  la  sorte  six  segments  en 
învolution. 

Solution. 

Considérons  le  triangle  ACC  et  la  transversale  BB'  (fig.  20)  ;  nous 
Fig.  20.  aurons 

^  CB'.  AB  .  OC = AB'.  CO  .  BC:. 

Pareillement,  le  triangle  BCC  et  la  trans- 
versale AA'  donnent 

CO .  AC  BA'  =  CA'.  AB  .  OC. 
^  En  multipliant  membre  à  membre,  il  vient 


CB'.  AC.  BA'  =  AB'.  CA'.  BC. 


c.  Q.  F.  D« 


PROBLEME  CXVf. 


Construire  l'expression 


am' 


cm 


ut/i     1     uni     1    tffi 

^^=^''zr''\ — rn — • 


Solafion* 


Sur  une  ligne  indéfinie,  prenons,  à  partir  du  point  A  (fig.  21),  des 
longueurs  AB  =  /w  et  AC==/?.  En  C,  élevons  une  perpendiculaire  et 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 


221 


Fig.  24 . 


portons  sur  celle  ligne  une  longueur  CD  =  a.  Si  nous  joignons  le 

poinl  D  au  point  A,  el  si, 
en  B,  nous  menons  BE  pa- 
rallèle à  CD,  nous  aurons 


gne  BE,  prolongée  jusqu'en  H,  donnera 


BE      m      „   .     ^„      ani 
—  =-,   d'où   BEr= — . 
an  n 


Cela  fait,  prenons,  sur  la 
ligne  CD,CF  =  BE;  puis, 
à  partir  de  F,  portons  une 
longueur  FG  =  ^.  La  li- 


BH 

CG 


n 


Mais 


donc 


CG  =  BE  +  FG  =  -—  +  /;; 

BH  =  -  ( \.h]  =  -^J^—. 

n  \  n  J         rr     *     n 


En  répétant  encore  une  fois  la  même  construction,  c'est-à-dire  en 
prenant  CI  =  BH  et,  à  partir  du  point  I^  une  longueur  IK  =  c,  puis 
en  prolongeant  BH  jusqu'en  L,  on  a 


Or 


Donc 


BL 

CK 


m 


n 


.■.  =  BH  +  .K  =  ('^-  +  ^')  + 

^,        m  fam^   ,   bm    ,     \ 


am^  ^.   bin^       cm 


C.  Q.  F.  D. 


PROBLEME  CLVII. 


Élant  donné  un  point  sur  Tun  des  côtés  d'un  triangle^ 
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mener  par  ce  point  une  ligne  qui  partage  le  triangle  ten 
deux  parties  équivalentes. 

Solution. 

Supposons  le  problème  résolu. 

Soit  T  le  triangle  total   (fig.  22)  ;  le 

triangle    déterminé  par  la  droite    en 

T 
question  sera  '=  ^« 

Ces  deux  triangles  T  et  t^  ayant  un 
angle  commun,  sont  entre  eux  comme 
V     les  rectangles  des  côtés  qui  compren- 
B      nent  l'anglej  égal  ;  donc 


On  en  déduit 


ce  qui  peut  s'écrire 


T"" 

ab 
"ki' 

ou 

2  —  "* 
kx' 

2 

• 

k       b 
a~"2x' 

207  est  donc  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  k^  a 
et  b^ 

Pour  trouver  cette  quatrième  proportionnelle,  joignons  A  et  D; 
puis,  du  point  B,  menons  une  parallèle  à  AD;  nous  déterminerons 
ainsi  le  point  M,  extrémité  de  2x. 

Il  ne  s'agira  plus  que  de  prendre  la  moitié  de  2  x,  et  de  joindre  le 
point  N  au  point  D. 

PROBLÈME  CLVIII. 

Inscrire  un  carré  dans  un  triangle  dont  la  base  est  b 
et  la  hauteur  h. 

Solatlon. 


Supposons  le  problème  résolu.  Soit  MNPQ  le  carré  inscrit  (fig.  23). 
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Les  triangles  semblables  ABC  et  PQG  donnent 

h 


SS3 


b 

X 


A  — 


X 


hh  —  hx-s^hxy 


d'où 


X 


hh 


Ô  +  A' 


[i] 


B  De  cette  valeur,  on  peut  déduire  un 
moyen  assez  élégant  de  construire  le 
carré  demandé. 

En  effet,  l'expression  [i]  peut  s'écrire 


[2] 


h  ^h  __h 
h  X* 


SOus  cette  forme,  on  voit  que  la  base 
^  du  carré  cherché  est  une  quatrième  pro- 
portionnelle aux  trois  quantités  b-^-h^h  tth. 

Si  donc  nous  construisons  le  carré  ABRS,  et  si  nous  joignons  le 
sommet  G  du  triangle  donné  aux  points  R  et  S,  nous  obtiendrons  deux 
points  d'intersection  M  et  N  qui  détermineront  précisément^  en  lon- 
gueur et  en  position,  le  côté  du  carré  demandé. 

Pour  le  prouver,  il  suffit  de  remarquer  que  les  triangles  semblables 
RGS  et  MGN  donnent 

b+h_b 
h      ~"a;* 


PROBLEME  eux. 


On  lance  une  bille  sur  un  billard  circulaire  ;  quelle 
route  doit-elle  suivre  pour  revenir  à  son  point  de  dé- 
part après  deux  réflexions  ? 


Solailon. 


Soient  A  et  B  les  points  que  la  bille  frappe  (fig.  24)  ;  il  est  facile  de 
prouver  que  le  triangle  MAB  est  isocèle.  En  effet,  l'angle  de  réflexion 
devant  égaler  l'angle  d'incidence,  les  deux  angles  a  sont  égaux.  Il  en 
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est  de  même  des  deux  angles  a'.  De  plus,  le  triangle  AOB  étant  iso- 
cèle, a  =  a',  et  partant  2 a  ='2 a';  donc  le  triangle  MAB  est  isocèle. 
*''8'  **•  Cela  posé,  joignons  le  point  M,  position 

actuelle  de  la  bille,  au  centre  du  billard  ; 
la  ligne  MO  prolongée  passe  évidemment 
par  le  milieu  de  AB,  car  le  point  M  est 
cquidistant  de  A  et  de  B,  et,  de  même, 
le  centre  O  est  équidistant  des  mêmes  points. 
La  ligne  MO  est  donc  le  lieu  géométrique 
des  points  équidistants  de  A  et  de  B  ;  elle 
B  est  donc  perpendiculaire  au  milieu  de  ÂB. 

Appelons  x  la  distance  OC.  Si  l'on  connaissait  la  valeur  de  x,  il 
suffirait,  pour  résoudre  le  problème,  d'élever  une  perpendiculaire  à 
Textrémité  de  OC.  Cette  ligne  couperait  la  circonférence  en  deux 
points  tels  que  A  et  B.  En  construisant  alors  le  triangle  MAB,  on  au- 
rait la  route  suivie  par  la  bille,  quand  elle  revient  à  son  point  de  dé- 
part ,  après  deux  réflexions. 

Pour  avoir  la  valeur  de  x,  je  considère  le  triangle  MAC.  Dans  ce 
triangle,  la  bissectrice  AO  divise  la  base  MC  en  deux  segments- pro- 
portionnels aux  côtés  adjacents;  donc 

MO  _  MA 
^*J  ÔC""ÂC* 


Or  MO=i£/;  0C  =  ^;  AC  =  v^/*— ^'  et  MA  =  v/r«—x«+ (</-}- a:)«. 
La  proportion  [i]  devient  donc 


On  en  déduit,  en  chassant  les  dénominateurs  et  les  radicaux, 

^(^_  07»)  =  J?V  — ^' +  ('^  +  ^)*]  > 

ou,  en  mettant  (r*  —  x*)  en  facteur  commun, 
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Divisons  les  deux  membres  de  cette  équation  par  d'\-x^i\  viendra 

(/^  —  x^(d^  x)  =  X»(£/+  x). 

Nous  aurons  ainsi  supprimé  la  solution  x^  =  —  d,    laquelle  satisfait 
évidemment  à  la  question. 
En  effectuant  les  calculs,  on  obtient 

^r'—  air»  —  /*x  +  jr»=  //jT»  -f  ;r*, 

^dx^^7^x—d^=z0; 


d'où 


kd 


_  — r»zizrv^r»4-8^ 

Disensslon.  —  Il  est  facile  de  voir  que  ces  valeurs  de  x  sont  tou- 
jours réelles,  et  que  la  solution  négative  doit  être  rejetée. 
Si  d  égalait  r,  la  racine  positive  deviendrait 

_-~r»4-3r'_r 

ÏA  route  suivie  par  la  bille  serait  le  triangle  équilatéral  inscrit. 

Si  <f=:0,   x=jri  on  peut  frapper  un  point  quelconque  de   la 

bande. 

PROBLÈME  CLX. 

Deux  circonférences  de  rayon  R  se  coupent  en  A  et 
en  B  (fig.  25).  Par  le  point  A,  on  mène  une  corde  AQ. 
1"  Démontrer  que  la  surface  mixliligne  PBQ  varie  propor- 
tionnellement au  carré  de  PQ.  2*  Évaluer  cette  surface. 

Solotion* 

1<*  Il  est  clair  d'abord  que  la  surface  mixtiligne  PNBMQ  est  équiva- 
lente au  triangle  PBQ.  En  effet,  les  arcs  Pfi  et  QB  mesurent  un  même 
angle  BAQ;  ces  arcs  sont  donc  égaux,  ainsi  que  les  cordes  qui  les 
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Fig.  26, 


sous-fcndeût.  H  en  réstrite  que  le  segment  compris  entre  la  corde 

BP  et  Tare  BNP  est  égal  an  segment  compris  entre  la  corde  BQ  et 

l'arc  BMQ.  Ainsi  le 
tinangle  PBQ  égale  la 
surface  PNBMQ. 

Pareillement  ,  la 
surface  mixtiligne 
P'PBQQ'  est  équi- 
valente au  triangle 
PBQ'. 

Comparons  main- 
tenant les  deux  trian- 
gles PBQ  et    P'BQ'. 

Il  est  fecile  de  voir  qu'ih  sont  semblables.  En  effet,  ils  sont  Tun  et 

l'autre  isocèles,  puisque  l'on  a 

corde  PB  =  corde  BQ     et     corde  P'B  =  corde  BQ'. 

De  plus,  les  angles  Q  et  Q'  sont  égaux,  comme  ayant  pour  mesure  la 
moitié  de  Tare  AB. 

Les  triangles  PBQ   et   P'BQ',  étant  semblables,  sont  entre  eux 
comme  les  carrés  de  leurs  côtés  homologues  : 


S_ 


PQ« 


*f\^ 


P'Q 


Donc  les  surfaces  mixtilignes  PNBMQ  et  P'PBQQ'  sont  entre  elles 
comme  les  carrés  des  segments  PQ  et  P'Q''.  c.  q.  f.  d. 

%^  Pour  évaluer  l'aire  de  la  surface  mixtiligne  PNBMQ,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  celle  du  triangle  PBQ,  nous  remarquerons  que  ce 
dernier  triangle  est  semblable  au  triangle  OAO'. 

Afin  de  démontrer  cette  similitude,  il  nous  suffît  de  noter  que  ces 
triangles  sont  totrs  les  deux  isocèles^  et  que,  de  plus,  l'angle  O  égale 
l'angle  Q,  comme  ayant  la  même  mesure. 

Les  deux  triangles  PBQ  et  OACK,  étant  semblables,  sont  entre  eux 
comme  les  carrés  de  leurs  côtés  homologues  ;  donc 


S 


Mais 
donc 
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Fig.  36» 


Remarque.  —  Dans  l'expression  précédente,  les  quantités  c  et  d 
sont  constantes  ;  la  forme  même  de  l'expression  prouve  donc  que  1^ 
surface  mixtiligne  varie  proportionnellement  au  carré  de  PQ. 

PROBLÈME  CLXI. 

On  décrit  deux  circonférences  avec  des  rayons  R 
et  r;  sur  la  ligne  des  centres ,  on  prend  un  point  A  tel, 
que  si  de  ce  point  on  mène  des  tangentes  aux  deux  cir- 
conférences, ces  tangentes  soient  égales.  Démontrer  que 
la  même  propriété  subsiste,  pour  tous  les  points  de  la 
perpendiculaire  élevée  en  A  à  la  ligne  des  centres. 

Solntlon. 

Supposons  que  le  point  A  (fig.  26)  soit  placé  de  telle  manière  que  les 

tangentes  AB,  AB';  issues  de  ce 
point,  soient  égales.  Je  dis  que 
pour  un  point  quelconque  de 
la  ligne  AY,  on  a  /  =  /',  en 
appelant  t  et  /'  les  tangentes 
menées  de  ce  point  aux  deux 
circonférences. 

Pour  le  démontrer,  consi- 
dérons le  triangle  GDM.  Ce 
triangle  donne 

Mais,  dans  le  triangle  CAM,  on  a 

De  même,  dans  le  triangle  ABC^ 
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Donc  «'  =  e^-|- /??•-[-/•' 

et  /*  =  €?  +  w*-4-r* — r*=^-}-/w*. 

Pareillement,  t^^:=ziP-\-  m'*. 

Mais,  par  hypothèse,  m=  m'y 

donc  t=.t\ 


G.  Q.  F.  D. 


Remarqae.  —  La  ligne  AY  est  le  lieu  géométrique  des  points 
d.*où  partent  les  tangentes  égales  menées  aux  deux  circonférences. 
On  lui  donne  le  nom  ^axe  radical, 

PROBLÈME  CLXII. 

Étant  donnés  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  in- 
scriptible,  trouver  :  1**  les  diagonales  de  ce  quadrilatère; 
2"  le  rectangle  de  ces  diagonales;  3**  leur  rapport. 

Solatlon. 

1*^  Des  points  C  et  A  (fig.  27),  abaissons  les  perpendiculaires  CP  et 
Fjg'27.  AQ  sur  les  côtés  a  t\,   c  du  qua- 

drilatère ^  les  deux  triangles  GPB 
et  AQD  seront  semblables.  En  effet, 
ils  sont  tous  les  deux  rectangles, 
et  de  plus  les  angles  B  et  a  sont 
égaux,  car 

et  de  même, 

B  +  p=2rf, 

puisque  le  quadrilatère  est  inscriptible. 

Les  triangles  CPB  et  AQD  étant  semblables,  donnent  la  proportion 

BP_^ 
DQ""^' 


d»où       [i] 


^.BP  =  ^.DQ. 
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Cherchons  mainleDant  les  valeurs  de  BP  et  de  DQ  en  fonction  des 
côtés  du  quadrilatère. 
Dans  les  triangles  ABC  et  ACD,  on  a 

a«  =  fl«  +  ^— 2fl.BP     et    a«=c*  +  rf«-{-2c.DQ, 

doù  BP  =  — î-^ et     DQ  = . 

za  zc 

* 

En  remplaçant  BP  et  DQ  par  leurs  valeurs  dans  Texpression  [1],  il 
vient: 

^- 27— =*• Te ' 

C£f(fl»  +  ^  — a^=aft(a:*— .c«  — €^), 

# 

cda^'\'C€lb^-{-abc^-\-abd^ (aC'\-bd){ad-\-bc) 

ah-\'Cd  ab  -^cd  ' 


x=sj 


{€K'\-bd){ad-\-bc) 
ab-^-cd 


Pareillement,  on  trouve 


=v/ 


{ac-^bd){ab  +  cd) 
ad-^-bc 


2''  Si  l'on  multiplie  x  par  y,  on  obtient 


^— V  (ab+cd){ad+bc)         —'^-T"^' 

Par  conséquent,  dtxns  tout  quadrilatère  inscrit;  le  rectangle  des  deu.r 
diagonales  est  égal  à  la  somme  des  rectangles  des  côtés  opposés. 
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3*  Le  rapport  des  mêmes  diagonales  est 


X  Uac  +  hd)  (ad  4-  hc)  ^  (ac  -f-^^O  (0^+  c<i) 


=v^ 


y        y  ab-^cd  *  ad-^-hc  ' 

ce  qui  denne,  en  simplifianT, 

X      ad'\'bc 
y       ab'\-c(t 

Les  diagonales  (Vun  quadrilatère  inscrit  sont  donc  entre  elles  comme 
les  sommes  des  rectangles  des  cStés  qui  aboutissent  à  leurs  extrémités, 

EXESIGICES. 

125.  Étant  données  deux  droites  parallèles,  sur  les- 
quelles sont  pris  deux  systèmes  de  points  A ,  B ,  C  et  A', 
B' ,  C  y  tels  que  AB  =  2  mètres ,  BC  =  5  mètres , 
A'B'=  1  '",24,  &C  =  3°,i  0 ,  prouver  qii^les  trois  droites 
AA',  BB'  et  ce'  prolongées  sufTisamment  concourent  au 
même  point, 

1 26.  On  a  un  parallélogramine  articulé  ABCD  ;  sur  les 
côtés  AC  et  BI>,  on  prend  deux  longueurs  AM  et  BN.  On 
joint  MN,  qu'on  prolonge  jusqu'à  la  rencontre  du  côté^ 
AB,  lui-même  prolongé.  Démontrer  que,  dans  une  nou- 
velle position  du  parallélogramme  articulé ,  le  point  de 
rencontre  reste  le  même. 

1 27.  Deux  circonférences  se  coupent  en  Aet  B;  par  l'un 
des  points  d'intersection ,  A ,  on  mrène  une  ligne  droite 
qui  coupe  la  première  circonliérence  en  C,  et  la  deuxième 
en  D;  on  joint  les  points  C  et  D  au  point  B.  Démontrer 
que  le  triangle  ainsi  formé  est  semblable  au  triangle  qui 
a  pour  base  la  ligne  des  centres  et  pour  côAés  les  rayons 
menés  au  pokit  A. 
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1 28.  Prouver  que  le  triangle  qui  a  pour  sommet  les  mi- 
lieux des  côtés  d*uii  triangle  donné  est  semblable  à  celui- 
ci  Trouver  le  rapport  des  surfaces  de  ces  deux  triai^les* 

—  Rép.  ^  =  -S. 

1 29.  Les  côtés  de  deux  bexa^oe^  régulier^  sont  33  mè- 
tres et  53  mètre$.  Ou  dem^ude  quel  >côté  aurait  uo  troi- 
sième hexagone  régulier  équivalant  à  la  isomme  des  deui^ 
autres?— Kép.  a.- =  63"^,23. 

1 30.  Dans  tout  pentagone  régulier ,  les  diagonales  se 
coupent  mutuellement  en  moyenne  et  extrême  raison. 


§  2.  SÉCANTES  ET  TANGENTES.  —  MOYENNES. 


Notions  préllmliialres. 

100.  Cordes,  sécantes  et  tangentes.  —  Quand  deux  cordes  se 
coupent  dans  un  cercle,  le  rectangle  des  deux  parties  de  l'une  d'elles 
est  égal  au  rectangle  des  deux  parties  de  Pautre. 

Lorsque  deux  sécantes  partent  d'un  même  point  extérieur  à  la  cir- 
conférence, le  rectangle  de  Fune  des  sécantes  par  sa  partie  extérieure 
est  égal  au  rectangle  de  Tautre  sécante  par  la  partie  extérieure  de 
cette  dernière. 

110.  Moyennes.  —  La  tangente  à  un  cercle  est  moyenne  propor- 
tionneUe  entre  k  sécante  entière  et  la  partie  extérieure  de' cette  sé- 

Nota.  —  Nous  rappellerons  ici  que,  dans  un  triangle  rectangle,  la 
perpendiculaire  abaissée  de  l'un  des  sonusets  de  Pangle  droit  sur 
l'hypoténuse  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  segments 
qu'elle  détermine,  et  quejchaque  côté  de  l'angle  droit  est  moyen  pro- 
portionnel entre  rhypoté^oiise  entière  et  le  sèment  adjacent. 
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PROBLÈME  GLXin. 

Deux  cordes  AB  et  CD  se  coupent  en  un  point  O 
(fig.  28). 

Les  deux  parties  OA  et  OB  de  la  première  corde  sont 
respectivement  égales  à  1",2  et  2°',1 . 

La  différence  entre  les  parties  OD  et  OC  de  la  deuxième 
corde  est  1",84. 

Quelle  est  la  longueur  de  cette  corde? 

Solatloii. 

Lorsque  deux  cordes  se  coupent  dans  un  cercle,  on  sait  que  le  rec- 
Pig*  28-  tangle  des  deux  parties  de  l'une  d^elles  égale 

celui  des  deux  parties  de  Tautre  ;  on  a  donc 

AOXOB  =  OCXOD. 

En  remplaçant  les  lettres  par  leurs  valeurs, 
et  en  prenant  le  décimètre  pour  unité,  il  vient  : 

[ij  .rx=  12X21  =252. 

D'autre  part,  l'énoncé  donne 

[2]  :r— x=i8,4. 

Il  s'agit  donc  de  résoudre  le  système  des  équations  [1]  et  [2].  Pour 
cela,  faisons  le  carré  de  chacun  des  deux  membres  de  Téquation  [2] 
et  quadruplons  la  première  : 

;r«  — 2.rx+/=r    338,56 
4xj  =1008 


Somme .r«  +  2.rj+x»  =  1346,56. 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 
On  en  déduit  a:  -]-  ;>  ==  36,6. 

Mais,  d'autre  part,     x — j=18,4 

Donc  2.r=55,         d'où         .r 

et  2/ =18,2,      doù        j 

Férification 
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27***,5 


,r+J-=36*^6. 


PROBLEME  GLXIV. 

Le  rayon  de  la  surface  des  mers  supposée  sphérique 
est  6  366 1 98  mètres. 

A  quelle  distance  peut  s'étendre,  en  pleine  mer,  la  vue 
(l'un  observateur  placé  au  sommet  d'une  tour,  à  50  mè- 
tres au-dessus  du  niveau  de  l'eau  (fig.  29)  ? 

Solution. 


Fig.  29. 


Le  carré  de  la  tangente  étant  égal  au  produit  de  la  sécante  entière 

par  sa  partie  extérieure,  on  a  la  relation 

ou,  en  remplaçant  les  lettres  par  leurs 
valeurs, 

;r«  =  (2X6  366198  +50)50 
=  (12  732  396  +  50)50 
=  12  732  446X50 
=  636  622300, 


d'où 


x=:  v^636  622  300  =25  231  mètres. 


PROBLÈME  GLXV. 


A  bord  de  deux  navires  qui  s'éloignent  l'un  de  l'autre, 
et  à  3  mètres  au-dessus  du  niveau  de  l'eau ,  se  trouvent 
deux  observateurs  qui  se  suivent  des  yeux.  Quand  les 
deux  navires  sont  séparés  par  une  distance  de  1 2  600  mè- 
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très  y  les  observateurs  cessent  de  s'apercevoir*  £n  coii>- 
clure  une  valeur  approchée  du  rayon  de  la  terre- 
Solution. 

Lorsque  les  deux  observateurs  cessent  de  s'apercevoir,  ils  sont  pla- 
cés aux  extrémités  d'une  tangente  dont  la  lon- 
Fig.  30.  gyeur  est  12  600  wèti-es  (fig.  30). 

Cela  posé,  si  nous  considérons  la  tangente 
0|T  et  la  sécante  O^B,  nous  aurons  : 

carré  de  la  tang.  =  séc.  entière  X  part, 
extér.  de  cette  sécante, 


c'est-à-dire 


6300*  =  (2^ +  3) X  3, 
89  690000  =  6^  +  9, 


,,   .  39690000  —  9       39689991       aa*,  aa^      >. 

d  où     X  = •  = ^ =6614  998  mètres. 

6  0 


Fig.  34. 


PROBLEUE  GliXVi. 

On  donne  un  cercle  et  un  point  sur  ce  cercle;  mener 
par  ce  point  une  tangente  telle ,  que  la  partie  extérieure 

de  la  sécante  partant  de  Te^ttrémité 
de  la  tangente  et  passant  par  le  cen- 
tre du  cercle  soit  égale  à  moitié  de 
la  tangente  (fig.  31). 

Solatloii* 

Appelons  x  la  partie  extérieure  de  la  sé- 
cante ;  la  longueur  de  la  tangente  sera  î.r,  et  nous  aurons 


4jc««=ic(2E4-.»i, 
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«0,  en  déreloppant  et  en  faisant  passer  toos  les  tenues  .âans Je  pre« 
mier  membre, 

c'est-à-dire  3  x*  —  2  R.r  =  0 , 

oa  eacone,  en  mettant  x  en  facteur, 

j:(3^  — 2R)=0. 

Or,  pour  qu'un  produit  de  deux  facteurs  soit  nul,  il  faut  que  Tun  de 
ces  deux  facteurs  soit  nul  ;  donc  ou  bien 

3.r  — 2R  =  0, 
d»où  ^=|R, 

ou  bien  x=.0,  • 

Par  conséquent,  ia  longueur  de  la  partie  exiérieure  de  la  sécante  est 
égale  aux  |  du  rayon,  ou  bien  cette  partie  extérieure  est  nulle,  auquel 
cas  la  tangente  elle-même  se  réduit  à  zéro, 

PROBLÈME  GLXVII. 

Construire  Texpression  x=:  a(-j  . 

Solution^ 

Construisons  un  triangle  rectangle  ayant  ^etc  pour  côtés  de  l'angle 
Fig.  32.  droit  (fig.  32).  Si,  du  sommet  A  de  cet  angle, 

-,_ .^'  nous  abaissons  AD  perpendiculaire  sur  Tby- 

N.    9o*>  /  >F  poténuse,  nous  aurons 


\^ g)^    Menons  CE  parallèle  à  AB,  et  prolongeons 

«  ^    suffisamment  AD  ;  nous  formerons  un  trian- 

gle CD£  semblable  à  BAG^  nous  aurons  par  conséquent  la  proportion 

^  CD       c 


236  PBEHIËRE  PARTIE. 

En  mnlcipliant  les  expressions  [i]  et  [2]  membre  à  membre,  il 


vient 


Joignons  maintenant  le  point  £  au  point  B,  et,  du  point  D,  abaissons, 
sur  rhypotcnuse  du  triangle  rectangle  EDB,  la  perpendiculaire  DF. 
Nous  aurons,  comme  précédemment, 

EF  _  Ï5Ë' 

bf~db'' 

cest-a.dire        [4]  _  =  L_.=  y. 

Enfin,  du  point  F  comme  centre,  avec  EF  pour  rayon,  décrivons  un  . 
arc  de  cercle  qui  coupe  la  ligne  DF  en  G.  Si  nous  joignons  le  point  G 
au  point  B,  nous  formons  un  nouveau  triangle  rectangle  qui  donne 

GH_GF*ou  ËF' 
HB""        fb' 

Donc  [5]  _=V_£_y. 

Par  conséquent,  x  =  a .  =-=. 

Il  ne  reste  plus  alors,  pour  terminer  la  construction,  qu'à  cbercber 
une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  HB,  GH  et  a. 

PROBLÈME  GLXVm. 

Étant  donné  un  triangle  rectangle ,  on  décrit,  sur  Tun 
des  côtés  de  l'angle  droit  pris  comme  diamètre^  une 
circonférence  qui  coupe  l'hypoténuse  en  un  certain 
point.  Si  le  segment  de  l'hypoténuse  ainsi  déterminé  est 
égal  à  l'autre  côté  de  l'angle  droit,  ce  segment  est  égal 
au  quadrant  de  la  circonférence ,  à  deux  millièmes  du 
rayon  près. 


r 
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Solatloii* 

Posons  4?  =  CD  =  AB ,  OC  =  1 ,  et  désignons  par  a  Thypoténuse 
du  triangle  rectangle  (fîg.  33). 
Si  Ton  joint  le  point  D  au  point  A,  on  forme  un  angle  a  =  90®, 
^'8*  ^^'  car  cet   angle  est  inscrit  dans  une 

A  demi -circonférence.  La  ligne  AD  est 
î  donc  la  perpendiculaire  abaissée  du 
!  sommet  de  l'angle  droit  sur  Phypo- 
I    ténuse  ;  par  conséquent, 

ÂC*  =  BC.CD, 


ou 


2»  =  00:. 


On  en  déduit 

Mais 
donc 
d'où 


2*  =  (2»  +  x*)x«; 
a:*-)-4x>— 16  =  0. 


De  cette  équation  bicarrée,  on  tire,  en  rejetant  les  valeurs  néga- 
tives, 

or  =  V^— 2-fy/4^^T6  =  i  ,57230. 

Si  Ton  prend  le  rayon  de  la  circonférence  pour  unité,  la  longueur 
du  quadrant  est 

^  =  1,57079.... 
2 

La  différence  entre  cette  valeur  et  celle  de  x  est  évidemment  plus 
petite  que  0,002.  c.  q.  f.  d. 

Eemarqae.  Hérodote'^  rapporte  que,  dans  la  pyramide  de  Chéops*"^, 


*  tr' 


Hérodote^  historien  grec,  né  Tan  484  avant  Jésuâ-Christ,  mort  en  406. 
*•  Chéopsy  ancien  roi  d^Égypte.  D*après  les  monuments  récemment  expie* 
rés,  son  règne  parait  antérieur  à  Abraham. 
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le  segment  CD  égalait  la  hautear  h^  et  que  chaque  face  faisait  avec 
cette  hauteur  un  angle  de  38<^  10'  46^. 

Or  tg38M0' 46"  =  0,7863. 

Le  côté  du  carré  qui  servait  de  base  à  la  pyramide  était  de 

0,7863  X  ^  =  «>  sensiblement, 

et  le  périmètre  égalait 

0,7863  X4=X  4-=  47C  environ. 

Le  périmètre,  divisé  par  la  hauteur,  était  donc  égal  à    —  =  2Tr. 

Aussi  certains  auteurs  prétendent-ils  que  la  pyramide  de  Ghéops  fut 
élevée  pour  transmettre  à  la  postérité  le  rapport  de  la  circonférence 
au  rayon  *. 

EXERCICES. 

131.  On  donne  une  circonférence  dont  le  rayon  R  égale 
20  mètres ,  et ,  dans  cette  circonférence ,  une  corde  de 
29  mètres,  dont  le  prolongement  passe  par  un  point  A 
situé  à  25  mètres  du  centre.  On  propose  de  calculer,  à 
0,001  près  y  la  distance  du  point  M  au  point  A^ —  Rép. 
j;=  6,363. 

132.  Décrire  une  circonférence  qui  passe  par  deux 
points  et  qui  soit  tangente  à  une  autre  circonférence 
donnée. 

133.  La  base  d'un  triangle  a  48  mètres;  la  hauteur  de 
ce  triangle  est  de  54  mètres.  Trouver  le  côté  du  carré 
équivalent.  —  Rép.  a:=  36. 

134.  Calculer,  à  un  centimètre  près,  la  hauteur  d'un 
triangle  dont  la  base  a  647  mètres,  et  dont  la  surface 

I  II  II  I  II-  -■    m  ~^     ■«-! 1        ■       ■■-    Il  ■II1M1^^^M_|.^^__^__^ 

*  Nouvelles  annales  de  Mathématîyier. 
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doit  être  moyenne  proportionnelle  entre  celle  de  deux, 
rectangles  ayant  2  mètres  de  hautein*,  et  pour  bases  : 
run,  553",45;  l'autre,.  4727^5.  —  Rép!  ^  =  9,99. 

135.  En  admettant  que  l'épaisseur  de  l'atmosphère 
soit  la  1 30®  partie  du  rayon  de  la  terre;  démontrer  que  le 
plan  de  Thorizon  en  détache  un  segment  dont  la  flèche 
est  de  15  à  16  fois  plus  petite  que  le  rayon  de  la  base. 

136.  Coofitruire  les  racines  de  Téquation 

.r*-j-/>x-[-y  =  0. 


CHAPITRE  m. 

MESURE    DES   [SURFACES. 
S    1.    AIRE    DES   POLYGONES. 

Notions  préliminaires. 

111.  DÉFINITIONS.  —  JJaire  d'une  figure  est  la  mesure  de  son 
étendue  superficielle.  On  dit  que  deux  figures  soilt  équipalentesy  lors- 
qu'elles ont  la  même  aire  sans  avoir  la  même  forme,  tandis  que  deux 
figures  égales  sont  celles  qui,  appliquées  Tune  sur  l'autre,  coïncident 
dans  tous  leurs  points. 

112.  Mesure  du  rectangle,  du  parallélogramme,  du  triangle. — 
Uaire  iVun  rectangle  est  égale  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

s  =  bh  [i] 

De  même,  Y  aire  d'un  parallélogramme  est  égale  au  produit  de  sa 

base  par  sa  hauteur. 

s  =  bh  [2] 

Uaire  d*un  triangle  est  égale  à  la  moitié  du  produit  de  sa  base  par 

sa  hauteur. 

f=|6A  [3] 

115.  Mesure  du  trapèze.  —  Uaire  et  un  trapèze  est  égale  au  pro- 
duit de  sa  hauteur  par  la  demi-somme  de  ses  deux  bases,  ou  encore 
au  produit  de  sa  hauteur  par  la  ligne  menée  à  égale  distance  de  ses 

deux  bases. 

<=^(B  +  6)A  [4] 

114.  Mesure  de  la  surface  d'un  polygone  quelconque.  —  On 
peut  obtenir  Vaire  dun  polygone  quelconque  en  le  décomposant  en 
triangles. 

Dans  l'arpentage,  on  emploie  un  procédé  plus  expéditif.  On  mène  la 
plus  grande  diagonale  du  polygone,  et,  des  sommets,  l'on  abaisse  des 
perpendiculaires  sur  cette  diagonale;  on  décompose. ainsi  le  polygone 
en  triangles  rectangles  et  en  trapèzes  ayant  chacun  deux  angles  droits. 
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118.  Mbsokb  de  la  subfacb  i/un  TBApizs  cuBviLiGHB*  —  Pour  éva- 
luer la  surface  cTun  trapèze  curviligne^  c'est-à-dire  la  surface  comprise 
entre  une  ligne  droite,  une  courbe  et  deux  perpendiculaires  abaissées 
des  extrémités  de  la  courbe  sur  la  ligne  droite  prîse  comme  axe,  on 
emploie  trois  méthodes  princi|^les  : 

i'»  Méthode  des  trapèzes,  —  Cette  méthode  consiste  à  diviser  la  por- 
tion de  l'axe  comprise  entre  les  ordonnées  extrêmes  en  un  certain 
nombre  de  parties  égales,  et  à  mener  des  perpendiculaires  à  Taxe  par 
les  points  de  division  ainsi  obtenus.  En  joignant  les  extrémirés  des 
ordonnées,  on  obtient  une  série  de  trapèzes  dont  la  somme  approche 
d'autant  plus  de  Paire  demandée,  que  le  nombre  des  trapèzes  est 
plus  considérable.  Cette  manière  de  procéder  conduit  à  la  formule 
suivante  : 

[i]      A=o[jjo+ri+rî  +^8+ ...  +rn-i  +  îrJ, 

dans  laquelle  A  désigne  Taire  demandée;  y^y  X\^y%^  etc.,  les  ordon- 
nées, et  8  la  distance  de  deux  d'entre  elles. 

2o  Méthode  de  Thomas  Simpson  *.  —  Cette  méthode  exige  que  la 
distance  des  ordonnées  extrêmes  soit  divisée  en  un  nombre  pair  de 
parties  égales  par  les  ordonnées  intermédiaires  ;  en  sorte  que,  dans  ce 
cas,  le  nombre  total  des  ordonnées  est  impair* 

La  métiiode  de  Thomas  Simpson  conduit  à  la  formule 

[2]  A= i5[(r.4-..r,)-|-4(ri+jH-...+r.-.)+2Cr.+7*+-+j»-0]. 

En  d'autres  termes,  l'aire  en  question  a  pour  valeur  approchée  le 
tiers  du  produit  de  la  distance  de  deux  ordonnées  consécutives  par  la 
somme  des  ordonnées  extrêmes,  augmentée  de  4  fois  la  somme  des 
ordonnées  de  rang  pair  et  de  2  fois  celle  des  ordonnées  intermédiaires 
de  rang  impair. 

3*  Méthode  de  M.  Poncelet.  —  Ici  encore  la  distance  des  ordonnées 
extrêmes  doit  être  divisée  en  un  nombre  pair  de  parties  égales. 

En  appelant  Si  la  somme  des  ordonnées  de  rang  pair,  et  en  conser- 
vant d'ailleurs  les  notations  précédentes,  on  a 

13]  A  =  8[ÎSi  +  |f/,+r,)-l(jt+J«-.)]. 

*  Mathématicien  anglais,  né  en  1710,  mort  en  1761. 
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fin  d*ffntres  tatnes,  Vaàre  chcat/hée  a  potfr  vateor  approchée  Ib  pro- 
duit de  la  distance  de  deux  ordoBRees'consécutiTes  parle  doalâe  ^e 
la  ^omme  des  ordonnées  de  rang  pair,  augmentée  du  qvatrt  de  la 
isomme  des  fn*doBnées  extrénres,  et  diimiraée  da  quart  de  ia  somme 
des  ordonnées  immédiatement  voiskies  des  deux  extrêmes. 


PIMttLEHË  CLXIX. 

On  donne  un  trapèze;  on  joint  le  milieu  d'un  des 
côtés  non  parallèles  aux  deux  extrémités  du  côté  opposé. 
Démontrer  que  le  triangle  aiwsi  formé  est  la  moitié  du 
trapèze  donné. 

Solntlo». 

D'abord  le  trapèze  ABCD  (fig.  34),  est  équivalent  au  parallélo- 
gramme CDKM. 

Or  CDKM  =  CD  X  H. 


D'autre  part, 


H 
GQDs=GD  X  2' 


Donc  GOD  =  ^  parallélogramme  ; 

et  comme  .le  parallélogrjasime  est  équivalent  au 

trapèze , 

COD  =  ^  trapèze.         c.  q.  f.  d. 


On  donne  un  parallélogramme  et  un  point  dans  ce 
¥ig.  a&.  parallék^ramme  ;   on  joint    ce 

^  point     aux     <]ualre      sommets 
/    (fig.35). 

Démorftrer    qu^il    existe    nn 
^         rapport  ^constant  eirtre  la  surface 
-de   deux  triangles    opposes   et 
celle  du  parallélogramme. 
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Solalloa. 
On  sait  que  l'aire  du  parallélogramme  r=  AB  X  H. 

D'autre  pari,  ASB=  AB  X  ^' 

CSD  =  ABX^' 


Somme...  ASB+CSD  =  ABX^'  +  ABx|'. 

ASB+CSD  =  AB  (|'  +  |*)  =  AB  (^)  =AB.|. 

On  voit  donc  que  l'aire  de  deux  triangles  opposés  est  la  moitié  de 
celle  du  pacallélogramme* 

PROBLÈME  CLXXI. 

Trouver  la  surface  d'un  triangle  équilatéral ,  sachant 
que  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  ce  triangle  égale 
U2V5  (fig.  36). 

Évaluer  celle  surface  en  hectares,  ares  et  centiares. 


Solaflon, 

Dans  un  triangle  équilatéral,  les  médianes,  les  bisseetrices  elles 
Fig.  36.  hauteurs  se  confondent.  Le  point  d'intersec- 

tion O  de  ces  lignes  est  donc  aux  deux  tiers 
de  AK,  h  partir  du  sommet  A. 
Il  résulte  de  là  que 

AO=2/-=2X  142,23=  284«,3. 

^   D'autre  part,  dans  le  triangle  rectangle  OMA, 
AM  =  VÂÔ'  — ÔM'  =  v^(284,5)«— (142,25)*  =  240'»,.38. 
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Donc  l'aire  du  triangle  AOB  est 

AM  X/*=  246,38  X  i 42,25. 

La  surface  du  triangle  total  égale  donc 

246,38  X  i 42,25 X  SsrziO»»'*»  54"*'4i""*. 

PROBLÈME  GLXXII. 

Les  deux  côtés  de  Tangle  droit  d'un  triangle  rectangle 
sont  5™,7  et  8°',3.  Du  sommet  de  Tangle  droit  on  abaisse 
une  perpendiculaire  sur  l'hypoténuse,  et  Ton  demande 
la  surface  des  deux  triangles  ainsi  formés. 

Solution. 

Dé^ignons  par  S,  Si  et  Si  les  surfaces  du  triangle  total  et  des  deux 

triangles  partiels  (fig.  37), 

On  sait  que  les  deux  triangles  Si  et 
S  sont  semblables;  leurs  surfaces  sont 
donc  entre  elles  comme  les  carrés  des 
côtes  homologues  dans  les  deux  trian- 
gles que  Ton  considère  : 

S__a«_^Hi£* 
S,~c*""     c«     ' 


Fig.  37. 


On  en  déduit 

Or 
donc 


s  --  ^.H^M  =  23»-',6550  ; 


2 


S,  =  83,6550.—; 


5,7* 


-•• 


8,3*  +  5,7* 


En  effectuant  les  calculs,  on  trouve 


Pareillement,  on  obtient    Si 
f^cr/fication. 


7'""i,L809. 
16     ,0741. 


S,  +  Sj^23™'i,6550. 
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PROBLEME  GLXXm. 

Connaissant  les  trois  cotés  d*un  triangle ,  trouver  : 
1®  la  surface  du  triangle;  2"  le  rayon  du  cercle  circon- 
scrit; 3^  celui  du  cercle  inscrit. 

HoIntloB. 

1»  Surface  du  triangle.  —  L'aire  du  triangle  ABC  (fig.  38)  a  pour 
expression 

szzz^a.h. 

Cherchons  la  valeur  de  h  en  fonction  des  côtés  a,  b  et  r. 
^»o-  38.  Dans  le  triangle  proposé,  on  a 

h  =  v'^— CD'. 
Or  c*  =  fl«+^*  — 2a.CD; 

dou  ci>  =  — T^ 


A 


Donc 


^  =  V^ Wi = 2^^ ' 


et  par  suite. 


S  =  J/i  .^^ ~— ! =  :j  v4fl'ô'  —  (fl*4-  6'  —  r;*/. 

La  quantité  soumise  au  radical  est  la  différence  de  deux  carrés  ;  il 
est  donc  permis  de  poser 

Mais 

et  2£i6  — «•  — ^«  +  c«  =  c»  — («  — ^)*  =  (a+c  — ^)(^+c— û); 
donc 


2(ft6 
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Blscusslon.  —  Soit  a  le  plus  grand  des  côtés  du  triangle;  pour 
que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  Ton  ait 


a<C^h'\-c; 


d^où 


b<^a'\'C 


et 


c<^a-|-^* 


En  d'autres  termes,  tous  les  facteurs  écrits  sous  le  radical  sont  posi- 
tifs; la  valeur  de  S  est  donc  réelle,  ainsi  que  cela  doit  être. 


Si  l'on  avait 


fl>^+C, 


le  dernier  facteur  serait  négatif,  tous  les  autres  seraient  positifs,  et 
S  aurait  une  valeur  imaginaire. 

Bemarque.  —  On  pei^  simplifier  l'expression  [1]  en  posant 


d'où 


et 


«  +  ^— 'r  =  2(/?—c);     a  +  c—  ^  =  2(/p— ^) 


hJ^c  —  «  =  2()y  — «). 


On  eu  dédait 


2°  Rayon  du  cercle  circonscrit,  —  Il  est  facile  de  voir  que  les  deux 
p.    3g  triangles  ADC  et  ABE  (fig.  39)  sont  équian- 

gles  ,  et  partant  semblables;  ils  donnent 
donc  la  propoi'tion 

2R_r. 
b  ~7i^ 


„   ^         ^        bc       abc       abc 
d'où        R  =---=-— -=-—» 


R  = 


En  substituant  à  S  sa  valeur,  iî  vient  : 
abc 


^\fp{F  —  ^)ip  —  ^)iP  —  ^y 
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3*  Boffon  da  cercla,  iascrii.  •—  La  seule  inspection  de  )a  figure  40 
Fig.  40.  montre  que  le  triangle  donné  est  la  somme 

des  trois  triangles 

Qn  en  déduit 

a  +  b+c       %p  p 

PROBLÈME  CLXXIV. 

Les  deux  bases  d'un  trapèze  sont  respectivement  12 
et  7;  calculer  la  position  de  la  droite  parallèle  aux 
bases  qui  diviserait  le  trapèze  en  deux  parties  équiva- 
lentes. 

S«l«tlOB. 


L'aire  du  trapèie  ABCD  (fig.  4i)  a  pour  expression 

7  +  12 


Fig.  41. 


n 


S  = 


Jt\ 


6i=12 


/\       Taire  du  trapèze  qui   doit  égaler  la 
— h'^^d      moitié  du  trapèae  total  est 


7  +  MN 


De  là  Téquaiion 


7  +  i^  r     o   7+min: 

— L ,^  =  2  .  — !- .X, 


[^] 


19A  =  2(7  +  MN).r. 


Pour  déterminer  MIî,  par  les  points  B  et  N,  menons  des  parallèles 
BG  et  NH  au  côté  AG.  Les  triangles  BON  et  NHD  seront  seml)lables. 
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et  partant»  dans  ces  triangles,  les  hauteurs  seront  proportionnelles 
aux  bases.  On  aura  donc 


MN— .7 


x(i2  — MN)=:(A  — *)(MN— 7); 


d»où  MN=^^4=^^ 

h 


En  remplaçant  MN  par  cette  valeur  dans  Téquation  [i  ]  9  il  vient 


.^.       ^/„    ,   Sj:  +  7M 


l():r«-f  28Aa:  —  49/i*  =  0; 


d'où 


"""  10 

lu 


PROBLEUE  CLXXV. 


Le  jaugeage^  d'un  cours  d'eau  sVfTectue  au  moyen  de 
la  formule 

dans  laquelle  h  indique  la  surface  de  la  section  transver- 
sale de  ce  cours  d'eau,  et  i^  la  vitesse  moyenne,  dans 
cette  section. 


*  Jauger  un  cours  d'eau,  c'est  déterminer  le  volume  d'eau  qui  passe,  pen- 
dant une  seconde,  dans  une  section  transversale.  Ce  volume  se  nomme  le 
débit  du  cours  d'eau. 
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L'expression  au  moyen  de  laquelle  on  évalue  la  \itesse 
moyenne  est 

t;  =  —  0,072  +  56,86  ^, 

dans  laquelle  i  désigne  la  pente  par  mètre  courant ,  et 
Rie  rayon  moyen*. 

Cela  posé,  on  demande  de  jauger  un  coucs  d*eau  ayant 
une  pente  de  0'°,00l  par  mètre,  sachant  que  les  son- 
dages faits  de  mètre  en  mètre,  pour  déterminer  le  profil 
de  la  section  transversale  de  la  rivière,  ont  donné  les 
mesures  suivantes  : 

/•  =  0",80;    jrt=1-;  J.  =  1~,50;   y,  =  1V0î 
j,=  l-,30;  j,=  1«,20  et  /,=  0-,60. 


SolVtiOB. 

Jire  de  la  section  transversale.  —  L'aire  b  de  la  section  transver- 
P^s*  ^2*  sale  ((ig.  42)  est  donnée  par  la  for- 

5-  i^s^wsçj  mule  de  Thomas  Simpson  : 


+  2(/,+n)]. 

£n  substituant  aux  lettres  leurs 
valeum.  il  vient  : 


*  =  33[80  + 60  + 4(100  4-170+120)+ 2(150 -|-i30)] 
=  33  X  2260  =  7-1,4580. 

Calcul  de  "R.  —  Si  Ton  désigne  par  p  le  périmètre  mouillé,  on 
sait  que 

P 


On  obtient  le  rajron  mojren  en  divisant  l'aire  de  la  section  transversale 
P*'  le  périmètre  mouillé. 
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Pour  calculer  R,  il  £aut  âaac  préalablement  évaluer  p  : 

/?=jo+AB  +  BC  +  CD  +  DE+EF  +  FG  +  r6. 
Dans  le  triangle  AFB,  on  a 


AB  =  v^i  +  0,20»=  v^l, 04  =  1,019. 


ParriUennfim,    BC  =  }/i  +  ô,5(^=  yï^  =  1,1 1 8 , 


CD=v^l+0,20*  =  v^l,04  =  l,019, 


DE  =  v/i  +  0,40»  =  v/l  ,1  ti  =  1 ,077 , 


EF  =  v/l+0,10«  =  v^1,01  =1,004, 

FG  =  \/l+0,60«  =  v/î7^==  1,166. 
D'autre  part,  Xo  =  0,&00 

et  ;'j  =  0,600 

Donc  le  périmètre  mouillé  a  pour  ex- 
pression. ...•  •»••...  «.«••••••••  7,803 

7,4580      ^  ^^.^ 
et  partant,  R  =  ygÔ3'=  ^'^^^' 

Calcul  de  v,  -—  La  vitesse  moyenne  est,  d'après  Ténoncé,  donnée 
par  la  formule 

x=  — 0,072  4- 56,86  y/Ri'- 
En  remplaçant  R  et  /  par  leurs  valeurs^  il  vient 


x  =  —  0,072  +  56,86  v/0,95t)  X  0,001  =  1 ,685. 

Débit  du  cours  ^ eau, -—CojmdÀs^diïxX  b  et  p,  la  formule  Q=('^ 
devient 

Q  =  1 ,685  X  7,4580  =  1 2"»  c, 566730. 

Remarque.  —  Le  cours  d'eau  dont  il  s'agit  doit  être  classé  parmi 
les  rivières,  cai*  il  débite  plus  de  10  mètres  cubes.  Si  son  débit  excé- 
dait 100  mètres  cubes,  on  le  rangerait  parmi  les  fleuves.  Un  eours 
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d'eau  est  généralement  navigable,  lorsque  son  débit  atteint  une  tren- 
taine de  mètres  cubes. 

Le  débit  de  la  Seine,  à  Paris,  est  d'environ  i50  mètres  cubes;  c'est 
à  peu  près  celui  de  la  Garonne  à  Toulouse.  Le  débit  du  Rhône,  à 
Lyon,  est  de  600  mètres  cubes  dans  les  circonstances  ordinaires;  en 
4856,  il  s'est  élevé  jusqu'à  6000^ mètres  cubes. 

EXERaCES. 

137.  Partager  un  triangle  en  trois  autres  dont  les  sur- 
faces soient  entre  elles  comme  1,  2,  3,  au  moyen  de 
deux  droites  issues  du  sonmael  du  triangle. 

138.  Construire,  sur  une  base  donnée  de  20,65,  un 
triangle  équivalent  à  un  trapèze  ayant  pour  hauteur 
3V5  et  pour  bases  12",50et  I8V0.— Rép.  A=5™,6. 

139.  Un  terrain  est  limité  par  un  polygone  dont  le 
périmètre  égale  432  mètres  ;  ce  polygone  est  irrégulier, 
mais  tous  ses  côtés  sont  tangents  à  un  même  cercle  dont 
le  rayon  a  54  mètres.  Calculer  le  côté  du  carré  équiva- 
lent. —  Rép.  ^  =  1 08  mètres. 

140.  Connaissant  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère 
inscrit,  trouver  la  surface  de  ce  quadrilatère. 


—  Rép.  s  =  ^{p — a){p  —  b) {p  —  c)  {p — d). 

S  2.  AIRES  DU  POLYGONE  RÉGULIER,  DU  CERCLE,  DE  L'ELUPSF,  ETC. 

Notions  prélimliiairefir. 

116.  AïKE  DU  POLYGONE  REGULiEH. —  \] airc  dt uîi  polygoiic  réguUer 
est  égale  au  produit  de  son  périmètre  par  la  moitié  du  rayon  du  cer- 
cle inscrit. 
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Côtés  9  apothèmes  et  sor&ces  des  polygones  régalien  inscrits 

dans  le  cercle  de  rayon  R. 

Côtés.  Apothèmes.  Surfaces. 

Triangle  équilat.  RV^3  ^R  f^V^ 

Carre Rv^  iRv/â  2R* 

Pentagone ^Ky/iO^^yfS    { R(i  +  v^H)         g R« ^iO-f  âyS 

Hexagone R  ^Ky/d  i^'v^ 

î-=i  it  ; =. 

Octogone Rya  — V^2  -V^  +  V^*  R*v^ 

Décagone lR(^_i)         jR^lÔ+l^    |R«\'lO— â^'H 

117.  Aires  du  cercle,  do  secteur  et  do  segment.  —  Uaire  du 
cercle  est  égale  au  produit  de  sa  circonférence  par  la  moitié  du  rayon; 
elle  est  donnée  par  la  formule 

cercle  =  ttR*. 

Vaire  d^un  secteur  s'obtient  en  faisant  le  produit  de  la  longueur  àt 
son  arc  par  la  moitié  du  rayon.  Lorsque  Varc  est  donné  en  degrés, 
on  peut  calculer  l'aire  d'un  secteur  au  moyen  de  la  formule 

*«='*>»' =  160-' 

a  désignant  le  nombre  de  degrés  que  comprend  Tare. 

Quant  à  Vairc  dusegmenty  elle  est  égale  à  celle  du  secteur,  diminuée 
de  la  surface  du  triangle  isocèle  ayant  pour  base  la  corde  qui  sous- 
tend  Tare  du  segment. 

IIB.  Aire  de  l'ellipse.  — JJaire  de  t ellipse  est  donnée  par  l'ex- 
pression 

A  =  T^ah , 
dans  laquelle  a  est  le  demi -grand  axe  et  h  le  demi-petit  axe. 
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PROBLÈME  CLXXVI. 

Dans  un  cercle  ayant  i*",92  de  diamètre,  trouver 
l'aire  d'un  secteur  dont  l'arc  est  de  50' 50' 42''. 

Solntlon. 

Ou  sait  que  l'aire  du  secteur  est  donnée  par  la  formule 


360 


En  remplaçant  R  par  sa  valeur,  et  en  réduisant  50^  50'  42''  en  se- 
condes, ainsi  que  360®,  il  vient 

^=-(^'^^^*-î2û6ôro==^"-''^^^- 

PROBLÈME  CLXXYII. 

La  surface  d'un  cercle  et  celle  d'un  triangle  équila- 
léral  inscrit  valent  ensemble  3  mètres  carrés  (fig.  43). 
Calculer  1  "  la  surface  du  cercle  ;  2"  la  surface  du  triangle. 

SolatloB. 

Si  nous  désignons  par  C  la  surface  du  cercle,  et  par  T  celle  du 
Fig.  43.  ^'iangle,  nous  aurons 


[„]  T+C  =  3. 

Or  T  = 

et  C  =  itR*. 

La  relation  [«]  devient  donc 


3RV3 

4 


m 


3RV3 


4.«R«=:3, 


d'où 


R«  = 


R«(3v/3  +  4ic)  =  i2; 
12  12 


Z)/^+^-^      17,7624 


=  0,6755. 


254 

Par  conséquent, 
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C  =  icil»=itX0,67S5 


«t 


_3R*|/3_  3 X  0,6755  X  1,732_ 


T= 


0         ,89 


Total .      3™i,00. 


PROBLEME  GLXXYIII. 

Une  salle  à  manger  a  8  mètres  de  longueur  sur  6  mè- 
tres de  largeur.  Combien  faut-il  d'hexagones  réguliers  de 
I  décimètre  de  côté  pour  carreler  cette  salle,  en  reni- 
plissant  les  vides,  aux  angles  et  sur  les  côtés  du  parquet 
rectangulaire,  par  des  fragments  de  carreaux  convena- 
blement découpés? 

Solntion, 

Désignons  par  S  Taire  4le  la  salle  à  man^r, 

par  s  la  surface  de  chaque  carreau, 
et  par   N  le  nombre  de  carreaux  demandé. 


Kous  aurons 


S 


Cherchons  donc  la  valeur  de  S  «t  de  s. 

Calcul  de  taire  S  de  la  salle  h  manger,  -~  La  salle  à  manger  a  la 
forme  d'un  rectangle  ayant  pour  base  8  mètres  et  pour  hauteur 
6  mètres  (fig.  44),  Donc 

S  =  8X6  =  48™-^  =  4800'*'ï. 


Fig.  44. 


Fig.  46. 


Calcul  lie  la  surface  s  d'un  carreau^  —  Les  carreaux  em|)lûyés 
(fig.  45)  étant  des  hexagones  réguliers,  la  surface  de  chacun  d'eux 
est  donnée  par  la  ibrmule 
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c'est-à  dire,  en  remplaçant  a  par  sa  valeur, 


Par  conséqivem, 


s=l^=t^*'ifiW. 


S       4800 
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•Fig.  4e. 


PROBLÈHE  CLXXIX. 

On  a  un  hexagone  régulier  dont  le  côté  égale  1  mètre  ; 
sur  chacun  des  cotés  de  cet  hexagone ,  on  construit  un 
carré  extérieur. 

1  °  Démontrer  que  les  sommets  extérieurs  à  Thesagone 
sont  ceux  d'un  polygone  régulier  de  12  côtés. 

2*  Calculer  la  surface  de  ce  polygone. 

'SoIiUloa. 

f  •  Pour  démontrer  que  le  polygone  DEFG....  (fig.  46)  est  régulier^ 

il  suffit  de  prouver  que  DK  =  EF,  et 
de  plus^  que  les  angles  DEF  et  GFE 
sont  égaux. 

L'égalité  DE=EF  seraétabRe,  si 
nous  prouTons  ^ue  le  tnangle  EBF 
est  équilatéral. 

Or,  la  somme  des  angles  d'un  poly- 
gone étant  égale  à  autant  de  fois  2  droits 
qu'il  y  a  de  côtés  moins  2,  dans  ce  po- 
lygone, on  a  pour  valeur  de  l'angle  a  : 

Il  en  résulte  que 

p  =  aSO®  — (1  SO^^H- 1 20<»j = 60^ 

Donc  le  triangle  EBF  est «feili^ral,  et  partant  EF = EB  =  ED. 
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Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  y  =  y'>  c^^ 

Y  =  90*  +  60*,     et  pareillement    y'  =  W  +  60\ 

Donc  le  polygone  DEFG.,..  est  un  dodécagone  régulier,     c.  q.  k.  d. 

2<*  La  surface  de  ce  dodécagone  comprend  :  f^Thexagone  ABC...; 
â»  6  fois  le  carré  ABED  ;  Z""  6  fois  le  triangle  équilatéral  ËBF  : 


Airede  Thexagone  ABC... 
f)  fois  le  carré  ABED...    ; 


:}aV3; 


6  fois  le  triangle  ËBF 

>  Aire  totale  =  ^''  (i  v^3  +  6  +  |  \(ï)  =  a*  (3  yjl  +  6j. 

Gomme  a=:  1",  «*=  i"*i,  et  l'aire  totale  devient,  en  effectuant 

les  calculs, 

A=ll°»'ï,i96. 

PROBLÈME  GLXXX. 

On  donne  un  hexagone  régulier,  et  l'on  joint  deux  à 
deux  les  sommets  de  cet  hexagone  (fig.  47),  On  propose 
de  démontrer  : 

1*  Que  le  polygone  ainsi  formé  est  régulier; 

2"  Que  la  surface  de  ce  polygone  est  le  tiers  de  celle 
de  rhexagone  donné. 

SolalloB. 

i»  Le  polygone  abcdef  est  régulier,  car 

r/c  =  JEC, 
c*  =  jDB. 


donc 


et      FD  =  EC=DB ; 

ed^^  de  cscft...,. 


J 
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De  plus,  l'angle  e  ==  l'angle  dz=i , 

car  e=a)y    d  =  ta\     et    co=fri'. 

L'hexagone  abcdefai  donc  ses  côtés  et  ses  angles  égaux;  cet  hexa- 
gone est  donc  régulier, 

^  Quel  est  le  rapport  du  petit  hexagone  au  grand  ? 

Les  deux  hexagones  ABGDEF  et  abcclef^  étant  des  polygones  régu- 
liers d'un  même  nombre  de  côtés,  sont  deux  figures  semblables,  et 
partant  sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  leurs  côtés  homologues. 

On  a  donc,  en  appelant  c  le  côté  du  grand  hexagone, 

HEXAG.  _       d*       — il  — ?^  — 3 
hexag.    ~{{c^l)^'^.'^~^c^~    * 

9 

Ainsi  HEXAG.  =  3  .  hexag. 

PROBLÈHtE  CLXXXI. 

Calculer  en  hectares,  ares  et  centiares,  la  surface  du 
segment  compris  entre  l'arc  de  60*  et  sa  corde ,  dans  un 
cercle  dont  le  rayon  a  876  mèlres  (fig.  48}. 

Solntion. 

La  surface  du  segment   AMB   est  égale  à  la  surface  du  secteur 
Fig.  48.  AMBO,  diminuée  de  celle  du  trîangle  AOB. 

y^^       "^  Segment  =  secteur  —  triangle . 

i  0  \        Secteur.  —  L'arc  AMB  étant  égal  à  60®,   AB 

)    est  le  côté  d'un  hexagone  régulier  inscrit,  et  le 
\      /     secteur  AMBO  est  la  sixième  partie  du  cercle. 

«•  Secteur  =  J  icR*. 

Triangle,  —  I^  surface  du  triangle  AOB  est  la  sixième  partie  de 
la  surface  de  l'hexagone  inscrit. 
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Or 

donc 


FREMltafi  FARTIC 
surf,  hexaç.  =  |  R'  ^  ; 


Aire  dti  segment,  —  L'aire  du  segment  égale  donc 


ce  c[uî  donne,  en  s«l»linuint  aax  lellics  leors  iralenrs, 

segment = S76»(0,î»34î — 0,433) = 6^  lfâ~«4 

PBOBLÈHE  CXXXXn. 


Calculer  Taire  d'un  octogone  r^ulier  en  fonction  de 
son  côté  a. 

SolMtlom. 

Surf.  octog.  =  fl«+  4r  +  4/  (fig.  49). 


Calcul  de  kr.  —  L'aire  du  rectangle t-  est 

Fig.  49. 

a 


/Z^ 


I 
I 

t. 


Donc 


Donc 


4r=--r  =2a»i/l. 


Calcul  de  4  t.  — La  surface  du  trian^^e  t  est 


«" 


*— ifl,— ss— -s. ,  ._  — , 

4 


Surface  de  Voctugone,  —  Gela  posé,  la  surface  de  l'octogone  régu- 
lier  s'obtient  au  moyen  d'une  simple  addition  : 

surf,  octog, = a«  +  2a«  ^1  +i^=  %^ (i  +  \/2)- 
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EXERCICES. 

141.  Deux  cordes,  ayant  respectivement  pour  lon- 
gueurs 4*^,4  9  et  3"*,25,  sont  menées  d'un  même  point  de 
la  circonférence  aux  extrémités  d'un  diamètre.  Quelle 
est  la  surface  du  cercle  ?  —  Rép,  22'"'*',08. 

142.  Le  demi*grand  axe  d'une  ellipse  a  i^jlôf  et  le 
demi-petit  axe  0'",85.  Quelle  est  la  surface  de  cette 
ellipse  ?  —  Rép.  3"-\3379- 

143.  Un  terrain,  dont  la  forme  est  celle  d'un  hexagone 
régulier,  a  une  superficie  de  33"*',67^*"*.  On  demande 
d'en  calculer  le  c6té  à  1  mètre  près,  —  Rép.  d;=;36". 

144.  Le  périmètre  d'un  hexagone  régulier  étant  égal  à 
10  mètres,  calculer  la  surface  du  cercle  inscrit  dans  cel 
hexagone.  —  Rép.  6"'*%  54. 

145.  Calculer  le  périmètre  d'un  octogone  régulier  in- 
scrit dans  un  cercle  dont  le  rayon  est  de  3*, 50.  — 
Rép.  21"*,43. 

146.  Les  surfaces  de  deux  octogones  réguliers  sont 
respectivement  égales  à  58"*, 35  et  37'",28,  On  demande 
de  calculer  le  cot^  d'un  troisième  octogone  régulier  dont 
la  surface  égale  la  somme  des  surfaces  des  deux  pre« 
raiers.  —  Rép.  a:==4*,45. 

147.  Trouver,  à  moins  jl'une  seconde,  l'arc  d'un  sec- 
teur dont  Taire  est  1  décimètre  carré,  dans  un  cercle 
qui  a  0'%5  de  rayon.  —  Rép.  4^  35'r. 


GÉOMÉTRIE  DANS  L^ESPACE. 

CHAPITRE  PREMIER. 

LE  PLAN  ET  LES  POLYÈDRES.  —  LES  TROIS  CORPS  RONDS. 

Notions  préliBÉinalres, 

119.  DÉFINITIONS  ET  PRINCIPES.  — -  Nous  avoDS  déjà  dit  que  le  pian 
est  une  surface  sur  laquelle  une  ligne  droite  peut  s'appliquer  en  tous 
sens,  de  manière  à  coïncider  avec  elle. 

Deux  droites  qui  se  coupent  déterminent  un  plan  et  n'en  détermi-  ' 
nent  qu'un  seul.  La  position  d*un  plan  est  également  déterminée  par 
trois  points  non  en  ligne  droite,  par  une  droite  et  un  point,  par  deux 
droites  parallèles,  etc. 

L'intersection  de  deux  plans  est  une  ligne  droite, 

1 20.  PEaPENDicuLAiEE  ET  OBUQUEs.  —  Une  droite  est  perpefidicu"  . 
laire  à  un  plan,  lorsqu'elle  est  perpendiculaire  à  toutes  les  droites  qui 
passent  par  son  pied  dans  le  plan.  Réciproquement,  le  plan  est  per- 
pendiculaire à  la  droite. 

Pour  qu'une  ligne  droite  soit  perpendiculaire  à  toutes  les  autres 
qui  passent  par  son  pied  dans  le  plan,  il  suffit  qu'elle  soit  perpendicu- 
laire à  deux  de  ces  droites.  Toute  ligne  droite  qui  ne  remplit  pas 
cette  condition  est  oblique  par  rapport  au  plan,  et  l'on  démontre 
alors  qu'elle  est  plus  grande  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  même 
point,  et  qu'elle  est  d'autant  plus  grande  qu'elle  s'en  écarte  davan- 
tage. 

\.^\,*  Lignes  et  plans  PAEALLiLEs.  •«—  Deux  plans  ou  une  ligne  et 
un  plan  sont  parallèleSy  lorsqu'ils  ne  se  rencontrent  pas,  à  quelque 
distance  qu'on  les  prolonge. 

Quand  une  ligne  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan,  une  paral- 
lèle à  cette  ligne  est  perpendiculaire  au  même  plan.  On  s'a|>puie,  pour 
ilémontrcr  celte  propriété,  sur  le  théorème  des  trois  perpendiculai- 


SCIENCES  MATHËUATIQUES.  261 

res,que  Ton  énonce  de  la  sorte  :  Si  l  on  a  une  droite  pcr|)endiculaire 
à  un  plan  et  une  oblique  quelconque  ;  si  Ton  joint  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire à  la  trace  de  Toblique  et  que,  dans  le  plan  donné,  on 
mène  une  perpendiculaire  a  la  ligne  de  jonction,  cette  ligne  sera 
perpendiculaire  à  l'oblique. 

Toute  ligne  droite  parallèle  à  une  autre  droite  située  dans  un  plan 
est  parallèle  à  ce  plan. 

Deux  plans  perpendiculaires  à  une  même  droite  sont  parallèles. 

Les  intersections  de  deux  plans  parallèles  par  un  troisième  sont  pa- 
rallèles. 

Lorsque  deux  plans  sont  parallèles,  toute  droite  pei*pendiculaire 
sur  l'un  est  aussi  perpendiculaire  sur  l'autre.  On  en  déduit  que  deux 
plans  parallèles  à  un  troisième  sont  parallèles  entre  eux. 

Les  parallèles  comprises  entre  plans  parallèles  sont  égales. 

Si  deux  angles,  non  situés  dans  le  même  plan,  ont  leurs  côtés  pa- 
rallèleSy  ils  sont  égaux  ou  supplémentaires,  et  leurs  plans  sont  paral- 
lèles. 

122.  Angles  deèdaes.  — On  appelle  angle  dièdre  Tespace  indéfini 
compris  entre  deux  plans  qui  se  rencontrent.  L'intersection  des  deux 
plans  se  nomme  V arête  de  l'angle  dièdre,  et  les  deux  plans  qui  le  for- 
ment en  sont  les  faces.  L'angle  formé  par  deux  perpendiculaires  me- 
nées dans  les  deux  faces  de  T  angle  dièdre  et  par  un  même  point  de 
l'arête  estV angle  rectiligne  correspondant  à  l'angle  dièdre. 

Deux  angles  dièdres,  correspondant  à  des  angles  rectilignes  égaux, 
sont  égaux.  Il  en  résulte  que  deux  angles  dièdres  quelconques  sont 
entre  eux  comme  les  angles  rectilignes  correspondants. 

125.  Plans  perpendiculaires  entre  eux.  —  Lorsqu'une  droite  est 
perpendiculaire  à  un  plan,  tout  plan  conduit  suivant  cette  droite  est 
perpendiculaire  au  premier. 

Lorsque  deux  plans  sont  perpendiculaires,  toute  droite  menée  dans 
l'un  d'eux,  perpendiculairement  à  leur  intersection^  est  perpendicu- 
laire sur  l'autre  plan. 

Si  deux  plans  sont  perpendiculaires  à  un  troisième,  leur  intersec- 
tion commune  est  perpendiculaire  à  ce  troisième  plan. 

124.  Angles  solides  ;  teièdrb.  —  On  appelle  angle  solide  la  figure 
formée  par  plusieurs  plans  qui  se  coupent  en  un  même  point.  Si  le 
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nombre  des  plans  est  égal  à  3,  Tangle  solide  [irend  le  nom  ù' angle 
triédre. 

Deux  angles  trièdres  sont  égaux  :  1**  quand  ils  ont  un  dièdre  égal 
compris  entre  deux  faces  égales  chacune  à  chacune;  2**  quand  ils  ont 
une  face  égale  adjacente  à  deux  dièdres  égaux  chacun  à  chacun^ 
3°  lorsque  les  trois  faces  sont  égales  chacune  à  chacune  et  semblable- 
nient  disposées. 

Dans  tout  angle  trièdrei  un  angle  plan  quelconque  est  plus  petit  que 
la  somme  des  deux  autres* 

La  somme  des  angles  plans  qui  forment  un  angle  solide  convexe 
«st  moindre  que  4  anglesdroits* 

125.  PoLYioAEs.  -—  On  nomme  polyèdre  une  figure  terminée  par 
des  faces  planes*  Le  polyèdre  de  4  faces  est  appelé  tétraèdre.  Le  jyen" 
taèdrCf  V  hexaèdre  y  V  octaèdre^  le  dodécaèdre  ^  Vicosaèdre  sont  des  po- 
lyèdres de  5y  6,  8,  i  2,  20  faces* 

La  pyramide  est  un  solide  qui  a  pour  base  un  plan  polygonal  quel- 
conque, et  pour  faces  latérales  des  plans  triangulaires  se  coupant  en 
un  même  point  qu'on  appelle  sommet  de  la  pyramide.  La  hauteur  est' 
la  plus  courte  distance  du  sommet  au  plan  de  la  base.  Suivant  que 
cette  base  est  un  triangle»  un  quadrilatère,  un  pentagone,  etc.,  la 
pyramide  est  triangulaire^  quaiiranguiaire,  pentagonaie^  etc.  Une  py** 
ramide  dont  la  base  est  un  polygone  régulier  et  dont  les  faces  sont 
des  triangles  isocèles  est  dite  régulière^  et  Ton  nomme  t^thétne  la 
hauteur  d'une  quelconque  des  faces.  Si  l'on  coupe  une  pyramide  par 
un  plan  quelconque,  la  portion  de  solide  comprise  entre  lu  base  et 
le  plan  sécant  est  un  tronc  de  pyramide, 

Ijd  prisme  est  un  totide  dont  les  deux  bases  o[^osées  sont  des  po* 
lygones  égaux  et  parallèles  et  dont  les  faces  latérales  sont  des  paral-^ 
lél<^rammes»  La  humeur  est  la  distance  des  bases  parallèles.  Un 
prisme  est  triangulaire^  quadrangulaire^  peiUagonal^  etc.,  suivant  que 
sa  base  est  un  triangle,  un  rectangle,  un  pentagone,  eto«  Quand  les 
bases  sont  des  parallélogrammes,  le  prisme  prend  le  nom  de  paillé- 
Upipède.  Le  parai lélipipède  droit,  d<Mit  les  bases  sont  des  rectangles, 
est  un  parallélipipède  rectangle. 

le  cHh9  est  un  parall^ipipède  dont  toutes  les  faces  sont  des  carrés* 
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1516..  L>5  VBOcs.  c&ÊTW  mcniDS.  •**  Le  tjiindre  éb^it  à  base  efrcufaire 
est  un  soUde  ei^endrè  par  un  rectangle  cyui  fait  une  rérolutîoit  en- 
tière autour  d'un  de  ses  côtés.  Le  côté  immobile  est  Vaxe  du  cylindre. 
D'une  manière  plus  génécak,  OB  dit  q«e  le  €yiùidre  est  la  figure  en- 
gendrée par  une  droite  qui  se  meut  parallèlement  à  elle-même,  en 
s'a^puyant  sur  ime  courbe  quelconque. 

Le  cône  droit  à  bast  ctradahre  est  un  solide  engendré  par  un  trian- 
gle rectangle  aceomplissant  une  rérolution  entière  autour  d*uzi  des 
côtés  de  l'angle  droit.  Le  celé  immobile  est  Vaxe  du  cône  ou  sa  hau- 
teur; le  côté  du  cône,  ou  sa  génératrice^  est  l'hypoténuse  du  triangle 
rectangle.  D'une  manière  plus  générale^  on  dit  que  le  cône  est  en- 
gendré par  une  droite  qui  passe  constamment  par  un  point  fixe  ou 
sommety  et  qui  se  meut,  autour  de  ce  point,  suivant  une  loi  quelcon- 
que. Les  deux  parties  d*un  côoe»  séparées  par  le  sommet,  se  nomment 
nappes. 

Le  cylindre  et  le  cône  sont  des  surfaces  développables, 

La  sphère  est  un  solide  terminé  par  une  surface  courbe  dont  tons 
les  points  sont  également  distants  d*un  point  intérieur  appelé  centre. 
On  peut  encore  définir  la  sphère  un  solide  engendré  par  un  d^mi- 
cerde  qui  fait  une  réyolutîon  entière  autour  de  son  diamètre.  Le 
rttyon  de  la  sphère  est  la  droite  qui  ya  du  centre  à  un  point  de  la 
surface.  Le  diamètre  est  une  ligne  qui  passe  par  le  centre  et  qui  se 
termine  de  part  et  d'autre  à  la  surface. 

Toute  section  de  la  sphère  faite  par  un  plan  est  un  cercle^  Si  la  sec- 
tion passe  par  le  centre  de  la  sphère,  elle  porte  le  nom  de  grand  eer- 
de,  La  section  faite  dans  la  sphère  par  un  plan  qui  ne  passe  pas  par 
le  centre  est  un  petit  cercle. 

Un  plan  est  tangent  à  la  sphère,  quand  il  n*a  qu'un  point  commun 
avec  sa  surface.  Tout  plan  perpendiculaire  à  Textrémité  d'un  rayon 
est  tangent  à  la  sphère,  et  réciproquement. 

\jàpôle  d'un  cercle  de  la  sphère  est  l'extrémité  du  diamètre  per- 
pendiculaire au  plan  de  ce  cercle.  Ce  point  est  également  distant  <le 
tous  les  points  de  la  circonférence  du  cercle. 

On  appelle  fuseau  la  portion  de  la  surface  de  la  sphère  comprise 
entre  deux  denô^ands  cerdes  qui  se  terminent  à  un 
coBuaiin» 
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Vongiet  sphérique  est  la  partie  du  volume  de  la  sphère  comprise 
entre  les  mêmes  demi-grands  cercles^  et  à  laquelle  le  fuseau  seit  de 
base. 

PROBLÈME  GLXXXIII. 

Mener,  par  un  point  O  situé  dans  Tespace,  à  1  mètre 
au-dessus  du  plan  horizontal,  des  plans  faisant  tous  avec 
ce  plan  horizontal  des  angles  de  45^  (fig.  50). 

Démontrer  que  les  traces  de  ces  plans  sur  le  plan  ho- 
rizontal sont  toutes  tangentes  à  une  même  circonférence, 
et  déterminer  le  rayon  de  cette  circonférence. 

S«llltUM. 

Supposons  le  problème  résolu. 

Soit  OA  (fig.  50)  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  donné  O  sur 
le  plan  horizontal. 

^is-  ^0.  Sojt  ^Q  |ji  trgce  horizontale  de  Fun  des 

Il  plans  demandés. 

V  Du  point  A,  pied  de  la  perpendiculaire 

\  OA,   abaissons  une  perpendiculaire  AD 

■— X y    sur  cette  trace  ;  puis  menons  la  ligne  OD. 

/      "^"""-^^^K/^y  D'après  le  théorème  des  trois  perpen- 

y ^^  /  diculaires,  OD  est  perpendiculaire  sur  BC. 

L'angle  a  est  donc  Tangle  plan  qui  mesure  l'angle  dièdre  formé 
par  le  plan  horizontal  et  par  Pun  des  plans  demandés. 

Or,  d'après  l'énoncé,  a=  45*; 

par  construction,  A  =90^; 

donc  P  =  45. 

Ainsi  le  triangle  OAD  est  isocèle;  et  puisque  OA  =  1 ,  AD  =  !**■. 
Les  traces  des  plans  demandés  sont  donc  tangentes  à  une  circonfé- 
rence ayant  son  centre  en  A,  et  décrite  avec  un  rayon  égal  à  i  mètre. 
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PROBLEME  GLXXXIV. 

Les  plans  menés  par  les  arêtes  d*un  angle  trièdre  et 
les  bissectrices  des  faces  opposées  se  coupent  suivant  une 
même  droite. 

SolatloB. 

A  partir  tlu  sommet  S  (fii?.  51),  prenons  sur  les  trois  arêtes  des 

longueurs  égales,  et  faisons  passer  un  plan 
par  les  trois  points  ainsi  obtenus. 

Les  triangles  ASC,  CSB,  ASB  seront  iso* 
céles,  et  les  bissectrices  SQ,  SP  et  SR  passe- 
ront par  les  milieux  des  cotés  AC,  BC  et  AB. 

Les  traces  des  plans  menés  par  les  arêtes 
du  trièdre  et  les  bissectrices  des  faces  opposées 
sont  donc  les  médianes  du  triangle  ABC. 

Or  Us  médianes  d'un  triangle  se  coupent  au 
même  point,  situé  au  tiers  de  l'une  d'elles  à 
partir  de  la  base;  donc  les  trois  plans  en  ques- 


tion se  coupent  suivant  la  ligne  80. 


c.  Q.  F,  D, 


PROBLEME  CLXXXV. 

Les  plans  menés  par  les  bissectrices  des  faces  d'un  an- 
gle trièdre,  perpendiculairement  à  ces  faces,  se  coupent 
suivant  une  même  droite. 


Solution. 

En  effet,  les  traces  de  ces  plans,  sur  le  plan  ABC  (Gg.  51),  seront 
les  perpendiculaires  élevées  aux  points  P,  Q  et  R,  dans  le  plan  ABC, 
aux  lignes  BC,  AC  et  AB. 

Or  les  perpendiculaires  élevées  aux  milieux  des  côtés  d'un  triangle 
se  coupent  en  un  même  point  qui  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  à 
ce  triangle;  donc  les  plans  menés  par  les  bissectrices  des  faces  d'un 
angle  trièdre,  perpendiculairement  à  ces  faces,  se  coupent  suivant  la 
ligne  qui  va  du  sommet  S  au  centre  du  cercle  circonscrit  à  ABC. 

c.  Q.  F.   D. 
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PROBLiaiE  CLXXXVI. 

Dans  toiil  angle  trièdre,  la  somme  des  trois  dièdres  est 
plus  grande  que  2  angles  droits  et  plus  petite  que  6*  De 
plusy  le  plus  petit  angle  dièdre^  augmenté  de  2  droits, 
est  plus  grand  que  la  somme  des  deux  autres. 

i»  Ûa  sait  que,  si  d'un  poinL  pris  dans  Vintérieur  d'un  angle  triè- 
drCy  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  faces,  ces  perpendicu- 
laires forment  un  second  trièdre  dont  les  faces  sont  les  suppléments 
des  angles  dièdres  du  premier,  et  réciproquement. 

D'après  cela,  si  Pon  désigne  par  di^  </,,  d^  les  trois  dièdres  de 
l'angle  trièdre  donné,  et  par  ft,  ftfft  les  faces  du  trièdre  supplémen- 
taire, on  aura  i 

f,-{-d,  =  l\         d'où  ^,=  2^-/;; 

/;+^s=2%  di=^2*  — /i; 


Somme d,  +  d^-{.d^=e^— {f,+f^+ f,). 

Or  la  somme  des  angles  plans  /i ,  /V,  f^  est  plus  grande  que  zéro 
et  moindre  que  4  angles  droits  ;  donc  la  somme  des  d  dièdres  est  in- 
férieure à  6  droits  et  supérieure  à  2  droits.  c.  q.  f.  d. 

2^  Supposons  que  les  dièdres  d^y  d^y  d^  soient  i*angés  par  ordre  de 
grandeur,  nous  aurons  : 

et  covamedi'^df'^di,  îl  en  résalle  que  /«  est  la  pins  grande  face  do 
trièdre  sapplémentaire. 


_j 


I 


SCIENCES  MATfifillÀTlQUËS. 


267 


Mais»  dans  un  trièdre,  un  angle  plan  quelconque  est  plus  petit  que 
la  somme  des  deux  autres;  donc 


-^8<(2'»-^,)  +  (2^-^i), 


et,  en  ajoutant  ^i  -|~  ^t  -f-  ^  siux  deux  membres  de  l'inégalité, 

En  d'autres  termes,  le  plus  petit  angle  dièdre,  augœ&té  de  2  droits,, 
est  plus  grand  que  la  somiae  des  deux  antres.  g«  q.  f.  d. 

PROBLÈME  GIiXSXTIf . 

Sur  une  sphère  dont  le  rayon  est  donné^  tracer  un  pe- 
tit cercle  passant  par  trois  points. 


Isolation. 

Soient  A,  6,  G  (fîg*  S2)  les  trois  points  donnés.  Si  nous  connaissions 

la  position  du  pôle  P  et  la  distance  AP,  nous 
décririons  facilement  le  petit  cercle  demandé. 
Pour  obtenir  AP,  mesurons  les  distances 
rectilignes  A6,  BG  et  AG;  construisons  un 
triangle  avec  ces  trois  distances,  et  circon- 
scrivons une  circonférence  à  ce  triangle.  Le 
rayon  r  de  la  circonférence  circonscrite  sera 
celui  du  petit  cercle  cherché. 

Gela  poséj  concevons  le  triangle  PAP'  rec- 
tangle en  A.  Dans  ce  triangle,  on  connaît  l'hypoténuse  PP'niâR 
et  la  hauteur  AM  =  7'.  Pour  construire  PAP',  il  suffira  donc  de  dé* 
crire  une  circonférence  dont  le  rayon  égale  celui  de  la  sphère.  En 
un  point  quelconque  de  cette  circonférence,  on  mènera  une  tangente 
égale  au  rayon  du  petit  cercle,  et,  par  l'extrémité  de  cette  tangente, 
une  parallèle  au  diamètre  de  la  grande  circonférence.  La  parallèle 
ainsi  tracée  coupera  la  circonférence  en  un  point  que  l'on  joindra  aux 
extrémités  du  diamètre,  et  la  longueur  AP  sera  déterminée. 
Il  ne  s'agira  plus  alors  que  de  trouver  la  position  du  point  P.  Pour 
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cela,  des  points  A,  6  et  G,  avec  une  ouverture  de  compas  égale  à 
AP,  on  décrira  des  arcs  de  cercle.  Le  point  d'intersection  de  ces  arcs 
sera  le  pôle  P. 

EXERCICES. 

148.  Deux  droites  parallèles  font  des  angles  égaux 
'  avec  le  même  plan . 

149.  Si  deux  angles  trièdres  ont  leurs  angles  égaux 
chacun  à  chacun,  ils  ont  aussi  leurs  faces  égales. 

150.  Pour  qu'on  puisse  construire  un  angle  trièdre 
avec  trois  faces  données,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme 
de  ces  trois  faces  soit  plus  petite  que  4  angles  droits,  et 
que  la  plus  grande  soit  plus  petite  que  la  somme  des 
deux  autres. 

1 51 .  Les  trois  plans  menés  suivant  les  arêtes  d'un  an- 
gle trièdre,  perpendiculairement  aux  faces  opposées,  se 
coupent  suivant  la  même  droite. 

152.  Trouver  le  rayon  d'une  sphère  donnée. 


CHAPITRE  IL 

FIGURES    SEMBLABLES. 
Notioas  préllmlaalres. 

£27.  DéFiHiTioNs  ET  PRINCIPES.  —  On  9i]^pe]\e polyèdres  sembiabies 
ceux  qui  sont  compris  sous  un  même  nombre  de  faces  semblables 
chacune  à  chacune,  et  dont  les  angles  solides  homologues  sont  égaux. 

£n  coupant  une  pyramide  par  un  plan  parallèle  à  sa  base,  on  dé- 
termine une  pyramide  partielle  semblable  à  la  première. 

Deux  pyramides  triangulaires  qui  ont  un  angle  dièdre  égal  com- 
pris entre  deux  faces  semblables  et  semblablement  placées  sont  sem- 
blables. 

Deux  polyèdres  semblables  peuvent  être  décomposés  en  un  même 
nombre  de  tétraèdres  semblables  et  semblablement  placés,  et  réci- 
proquement. 

Le  rapport  de  deux  polyèdres  semblables  est  le  même  que  celui 
des  cubes  de  deux  arêtes  homologues. 

PROBLÈME   GLXXXVIU. 

Les  arêtes  homologues  d'une  suite  de  polyèdres  sem- 
blables décroissent  comme  les  termes  de  la  progression  : 


■^  ^  '  2  •  \2  j    *•  \2/    *'  ^^^' 


On  demande  l'arête  d'un  polyèdre  semblable,  et  équi- 
valant à  la  limite  de  la  somme  de  tous  les  autres. 

SolatioB. 

Les  polyèdres  donnés  et  le  polyèdre  cherché  étant   semblables, 
donnent  la  suite  de  rapports  égaux  : 

«i'      af      af  Jr 


On  en  déduit 


P^+Pt  +  Pj  +  etc.  _X 

^1*  +  ''s'  +  «8*  +  €tc.        i** 
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Mais,  d'après  Ténoncé, 

X=P|  +  P,+Ps  +  €tc.; 
donc         x^ = a}  -f"  ^«*"t"  ^s* +€tc . 

=-+(0'+[G)"]"+[ayj+- 

IVIaîs  les  termes  que  nous  venons  d'écrire  forment  me  progressÈon 
gé«iiét»|Be  déeroi.»iile  dont  la  raiioa  «l  (1)';  la  lùmte  Je  la 
somme  de  ces  termes  est  donnée  parla  formule 

dan*  laquelle  a  représente  le  premier  terme  et  7  la  raison  de  la  pro- 
gression. 

On  a  donc,  en  substituant  aux  lettres  leurs  valeurs, 


-(i)"  ' 


et 


'-'>J\ 


T||if  dacalMt 

logjp  =  4(lQg8+îi7). 
log  8  =  0,9030900 
L  7  =T,1 349020 

■  I    -  —  ■!  IIP 

Somme =  0,0$7j^dâ(> 

Tiers  de  la  somme  ou  logo:  =  0,0193307. 

En  cherchant  le  nombre  correspondant,  on  trouve 


r 
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PROBLÈME  GLXXXIX. 

La  hauteur  d'un  cône  est  de  10  mètres;  le  rayon  de 
la  base  de  ce  cône  est  de  5  mètres  (fig.  53).  On  demande 
à  quelle  distance  de  la  base  il  faudrait  mener  un  plan 
parallèle  à  cette  base,  pour  que  le  volume  du  cône  fut 
égal  à  20  mètres  cubes. 

Solution. 

Soient  Y  le  volume  du  cône  total  et  p  celui  du  petit  côoe^  V— f> 
ou  V  sera  le  volume  du  tronc. 

Fig.  53.  i^  cône  total  el  le  petit  cône  étant  des  figu- 

VK  res  semblables  donnent 


d'où 


V 

—  u 
V     "" 

H»  — A» 

c'est-^dii«,  en  remplaçant  Y  — -<»  par  sa  valeur. 


Y  ""     W     ' 


et,  en  chassant  les  dénomînatears, 

20BP=V(H«— W). 

De  eeQe  esfxesrâon  on  tire  : 


;i.  =  5iX^)=H.(l-?^) 


et  A  =  Hi/l— Y^ 
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Mais,  d'après  Ténoncé, 

d'autre  part,  V  =  J  w  X  ÎJ*  X  i  0. 

En  remplaçant  H  et  V  par  ces  valeurs,  on  trouve 

A  =  9","î386. 
et  x=H  — A=40  — 9,7386  =  0'°,2614. 

PROBLÈME  CXC. 

On  donne  un  tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles, 

dont  la  hauteur  est  H,  et  dans  lequel  les  côtés  homolo- 

^^^'  ^**  gués  des  bases  sont  comme  m  est 

TA  à    n    (fig.  54).  On  demande   de 

partager  ce  tronc  en  deux  parties 
équivalentes  au  moyen  d'un  plan 
parallèle  aux  bases. 

Solution. 

Le  tronc  de  pyramide  propose  est  ta 
différence  des  deux  pyramides  SABC  et 
Sa^c(fig.  54).  Appelons  y  le  volume  de  la 
première,  p  celui  de  la  deuxième  et  V  ce- 
lui de  la  pyramide  SA'B'C,  dont  la  base 
A'B'C  divise  le  tronc  endeux  segments  équivalents.  Nous  aurons 

V— V'  =  V'  — r. 


d'où 


2V'  =  V+p        et        V'=r^(V  +  f^). 

Comme  les  trois  pyramides  sont  semblables,  on  a  de  plus,  en  dé* 
signant  par  z  le  nombre  proportionnel  au  coté  de  la  section  faite  par 
le  plan  A'B'C, 

-1— Y— r 


d'où 


J 
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Mais  V'  =  i(V  +  F); 

donc  «*  =  ^  {m*  +  "*) 


et 


=\/^- 


Cherchons  maintenant  les  valeurs  x  et  7  des  segments  de  H  déter* 
minés  [>ar  le  plan  sécant. 

Les  hauteurs  des  trois  pyramides  sonr  proportionnelles  aux  côtés 
(\e  leurs  bases  ;  donc 

n  z  m* 

On  en  déduit 


ce  qui  peut  s'écrire 

r    _     y     _    H 
n  —  z      z^m      n^-^m 
Par  conséquent, 


• 


(y              H  .  .  H 

n  —  z) et     .r  =  («  —  m)  , 

'«  —  m  'n — m 


EXERCICES. 

153.  On  donne  trois  cubes  :  le  premier  a  3  mètres  de 
côté,  le  deu»ème  k  mètres  et  le  troisième  5  mètres.  On 
demande  le  côté  d'un  quatrième  cube  équivalent  aux 
trois  premiers.  —  Rép.  a:  =  6. 

\  54.  L'arête  d'un  cube  égale  0",37  ;  quelle  est,  approxi- 
mativement, celle  d'un  cube  double  du  premier? — Rép. 
.r  =  0",46. 

PR.   DE  MATU.  18 
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1 55.  Un  cône  droit,  dont  la  hauteur  est  de  20  mètres^ 
a  pour  volume  387  mètres  cubes»  A  quelle  distance  du 
sommet  faut-il  mener  un  plan  parallèle  à  la  base,  pour 
enlever  un  cône  dont  le  volume  soit  de  95  mètres  cubes? 
—  Rëp.  ^=12",522. 


CHAPITRE  III. 

MBSURES  DBS  SURFACES  ET  DES  VOLUMES. 

S  1.  PRISME  ET  CYLINDRE, 

Notions  préliminaire»* 

f!ft8.  Mismor  m  PAisior.  —  Le  volame  éPun  prisme  quelconque  a 
pour  mesure  le  prodint  <fe  sa  base  par  sa  hauteur.  Si  donc  on  repré- 
sente par  V  le  volume  de  ce  prisme,  par  h  sa  base  et  par  h  sa  hau- 
teur, on  aura 

[1]  s^  =  hh, 

La  surface  latérale  dun  prisme  dr&ii  est  égale  au  produit  du  péri- 
mètre de  sa  base  par  sa  hauteur.  De  là  l'expression 

[2]  s=ph. 

129.  Mesure  du  gtlindbe.  —  La  solidité  d^un  cylindre  est  égale 
in  pnMhBft  de  »  base  par  sa  hairteun  Si  la.  faaae  est  «si  ctccle^  on  a 

[3]  v=irr%. 

La  surface  latérale  tT un  cylindre  a  pour  mesure  le  produit  du  péri- 
mètre de  sa  base  pv  sa  haiiteir^  Se  la  base  éoi  cylindre  est  circu- 
laire, 

PROBLÈME  GXGI. 

Ijà.  surface  totale  d'un  prisme  droit  hexagonal  régulier 
esl  éQ/àer  à  AU  décittètrea  eanréft;  Ifthauâeiar  du  prisme 
«si  A  dédflM»taie  (fig.  55)..  On  demmdbe  die  cakuler  le 
Tcdmae:  de  oft  pnsiiie«. 
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8ol«tioB* 

Soient  s  la  surface  de  l'hexagone  ÀBCD....  et  s' celle  de  Tune  des 
Fig.  66.  faces  rectangulaires  du  prisme  (fig.  55);  nous  aurons, 

d'après  l'énoncé, 


P] 


2^+6/=  i2^i. 


k        X       ^ 


Cherchons  à  déterminer  s  et  s\ 
Si  nous  désignons  par  x  le  côté  de  Phexagone 
c     ABCD....,  Taire  de  cet  hexagone  sera 


D'autre  part,  chaque  face  du  prisme  étant  un  rectangle  ayant  x  pour 
base  et  i  décimètre  pour  hauteur,  on  a 

/  =  x^i. 
La  relation  [i]  devient  donc 

3a^V^3  + 6^  =  12. 

En  résolvant  cette  équation,  et  en  rejetant  la  valeur  négative,  on 
trouve 

La  valeur  de  s  est  donc 

j  =  |(i, 04)»  Xi, 732  =2^-1,81, 


et  le  volume  du  prisme, 


f^=*A  =  2*-%8iO. 


PROBLEME  CXCn. 


Un  bassin  a  pour  fond  horizontal  un  octogone  régu*- 
lier  ayant  1 0  mèti-es  de  côté  ((ig.  56).  La  hauteur  de  Teau 
dansce  bassin  est  de  O'^^TS.  Quel  eslie  volume  du  bassin? 
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Sol«tlOB. 


.y  r  : 


Le  volume  du  bassin  est  celui  d'un  prisme  ayaùt  pour  base  un 
octogone  régulier  de  10  mètres  de  côté  et  pour  hauteur  0"",75. 


Fig.  50. 


Cherchons  donc  la  surface  de  l'octogone  ABCD.... 
Si  nous  parvenons  à  évaluer  (fig  57)  le  quadrilatère  HOEG,  en 
quadruplant  cette  surface,  nous  aurons  l'aire  de  l'octogone  entier.  Or 


H0G=2XHM 

2 


Somme, 


HOEG  =  I  (HM  +  ME)  =  ^  X  HE. 


2 


Mais  HE  est  le  c6té  du  carré  inscrit;  donc 

HE=Rv/2; 


partant, 


H0EG=|xRv^  =  |-V2; 


et  puisque  HOEG  est  le  quart  de  l'octogone, 


CiJ 


surf,  octog,  =  2  R«  v^î. 


11  s'agit  maintenant,  dans  cette  expression,  de  remplacer  R'  par  sa 
valeur  en  fonction  de  a. 


S78  niEiifeirE  nutriE. 

Or,  dans  le  triangle  rectangle  HMG, 

d'où  Ton  tire  R*^ :=. 

2  —  ^/2 

ÊD  transportant  tette  valeur  de  H*  dam  l'expnMsion£i},i]n  obtient 

sari.  OctOg.=: p. 

Le  volume  dn  bassin  est  donc 

20*1/2 

ce  qui  donne  finalement,  ea  remplaçant  a  par  sa  valeur, 

f=3ei  mètres  cubes. 

PROBI,EHE  CXCIU. 

Une  machine  soufflante  lance  14  kilogrammes  d'àir 

par  minute.   Cette  machine  se  lumpose  d'un  cylindre 

pjg  eg,  dont  le  diamètre  intérieur  égale  O^jTS 

(6g.  '58).  La  coivse  du  piston  est  -de 

I    O^jSO;  de  telle  sorte  que  chaque  coup 

de  pi&toa  lanoe  u»  volume  d'ùr  -égal  à 

celui  d'un  cylindre  de  O'°,fi0  de  hauteur 

I    et  de  0",75  de  diamètre.  On  sait  que 

'     '  i  mètre  oê^  <l'«ir  pèse  1298  çranuacs. 

Combien  dure  chaque  coup  de  piston? 
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Solatlom. 

Le  volume  d'air  expulsé  par  chaque  coup  de  piston  est  celui  d'un 
cylindre  dont  la  base  a  l  (0™,75)  pour  rayon  et  dont  la  hauteur  égale 
O'^ySO  ;  il  est  donné  par  la  formule 

Remplaçons  les  lettres  par  leurs  valeurs  : 

V  =  3,1416  X  0^75»  X  0,5a=0"%220894. 

Chaque  mètre  cube  d*aii'  pesant  i  S98  grammes,  le  poids  de  l'air 
expulsé  à  chaque  coup  de  piston  est 

0»-%220894  X  i298  =286k%7  =  O^'^jâS?  enviion. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  faire  le  raisonnement  suivant  : 

i  4  kilogrammes  d'air  sont  expulsés  en  60  secondes  ; 
0^^,287        —  le  seront         en  x  secondes. 

i4         60 


De  là  la  proportion 


6^87 


60X0,287       .    .^ 
Par  conséquent,  ar=  =l%23. 

Le  litre  employé  pour  mesurer  les  liquides  est  tm  vase 
cylindrique  dont  la  hauteur  égale  2  fois  le  diamètre  de 
la  base  (fig.  59).  Ce  vase  eal:  en  une;  la  densité  du  zinc 
est  7,1 9,  et  les  parois  ont  O'^^OOS  d'épaisseur. 

Quel  est  le  poids  de  ce  vase  ? 

SolatloB* 

Désignons  par  Y  le  volume  du  cylindre  extérieur,  par  p  la  capacité 
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du  litre  et  par  p'  le  volume  du  fond;  le  volume  du  zinp  employé  pour 
Fig.  59.  construire  le  litre  sera 


êsOM» 


'  ■■■^^^y:^^^$m^^ 


iHsO.OB 


et    [i]       [(V~0  +  ^']-^=/' 

sera  le  poids  de  ce  zinc. 

Cela  posé,  calculons  V,  p  et  u\ 
Nous  savons  d'abord  que 


p  =  id«. 


La  formule  suivante  donne  la  valeur  de  Y  : 

V  =  itR'«H  = -ïr  (R  +  0^05)».  4R. 

Quant  à  R,  qui  entre  dans  celte  expression,  on  l'obtiendra  aisément. 
£n  effet,  puisque 

V  ou  i^«  =  TcR*.  4R  ou  4  ttRS 


^  =  V^4li  =  «^'"' 


et  par  suite,  H  =  0**,43  X  4  =  1  %72. 

On  voit  donc  que 

V  =  7c(0,48)*  X  i  ,72  =  i  ^,245 , 

et  par  conséquent, 

V—p  =  0^,245. 

Cherchons  à  présent  la  valeur  de  p'  : 

p'  =  icR'*A  =  ic  (0,48)*.  0,05  =  0^036• 
On  en  conclut  que 

[(V  —  p)  4-p']  =  0^245  4-  0^,036  =  0^^281 


•»t 


p  r=  0,28i  X  7,19  =  2^,020. 
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PROBLEME  GXGV. 

S'il  faut  1  centimèlre  cube  d*or  pour  dorer  la  surface 
latérale  xl' un  cylindre  ayant  0"'y75  de  hauteur  et  0"',2  de 
rayon  (fig.  60);  quelle  sera  répaisseur,  supposée  con- 
stante, de  la  couche  d'or  ? 


Sol«tlOM, 

Soient  V  le  volume  du  cylindre  total  et  9  celui  du  cylindre  inté- 
rieur; Y  — 1»  sera  le  volume  de  la  couche  d*or. 


Flg.60. 


r-' 


V  =  7t(R-fx)»H 


^ 


II 


-R)] 


V  — f'  =  7cH[(R  +  x)*— R«] 

=sTrH[(R  +  x-}-R){R4-x 
=  7tH[(2R4-x)j?]. 

Substituons  aux  lettres  leurs  valeurs  : 


ic-c  =  75ic(2X20  +  x)a: 
=  9424,8ar4-235,62a:«. 

Ordonnons  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  la  lettre  x  : 

235,62x«  +  9424,8  x  —  i  =  0 , 


d'où 


_.—  471 2,4  ±v^222067i  3,76  +  235^ 
^  ■"  235,62 


_  —  4712,4d:  v/22206949,38  _  —  4712,4  zh  4712,424 
~  235,62  ~  235,62 

La  racine  négative  devant  être  rejetée,  il  reste 

—  471 2  4  4-  471 2  424   0^.024 

235,62        235,610   ">"""'• 


S8S  PREMIÈBE  PARTIE. 


156.  'La  faaolear  ë'un  prisoK  est  0^,  1  ;  chaque  faase  est 
on  rectangle  dent  Tun  des  c6lés  est  double  de  Taotre^  H, 
ia  aarfiee  toSaie  ë;;ale  à  28  centimèti^s  carrés.  On  de- 
mande V  Taire  de  chaque  face  latérale;  2^  l'aire  de 
chaque  base;  3®  le  poids,  à  zéro,  du  mercure  contenu 
dans  ce  prisme.  —  Rép.  é  =  0*,405;  ^j  =  4%5;  /|=9''; 
/i=55«V080. 

157.  Un  bassin  de  1*",20  de  hauteur  a  pour  fond  ho- 
rizontal un  hexagone  régidier  dont;  le  côté  égale  tO  mè- 
tres. On  demande  le  volume  de  Teau  contenue  dans  ce 
bassin.  —  Rép.  ^11  mètres  cubes. 

158.  Un  bloc  de  basalte  a  la  orme  d'un  prisme  ayant 
pour  base  un  hexagone  régulier.  Le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit à  cet  hexagone  est  0*^,63;  la  haateur  du  bloc 
égale  3*'',45,  et  ia  densité  du  basalte  est  2,25.  Ou  de- 
mande quel  est  le  poids  de  ce  bloc.  —  Rép.  10*""**,139. 

159.  Quel  est  le  diamètre  d'un  cylindre  ayant  0",8  de 
hauteur  et  400  hectolitres  de  capacité?  —  Rép.  7",978. 

160.  Le  rayon  intérieur  d'une  tour  est  1"*,3;  l'épais- 
seur égale  0"',5;  le  vo(ame  de  la  maçonnerie  qui  entre 
dans  la  construction  de  cette  tour  est  de  94"*',4677. 
Quelle  est  k  hauteur  de  ia  tour? — &ép.  19*^,40. 

161 .  Un  tuyau  cylindrique  en  bronze  a  0"',75  de  lon- 
gueur et  0,36  de  diamètre  à  l'intérieur.  Les  parois  ont 
0"',08  d'épaisseur;  la  densité  du  bronze  est  8,46.  On  de- 
mande l""  le  poids  du  tuyau  quand  il  est  vide  ;  2^  son  poids 
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quand  il  est  plein  d'eau  à  4\  —  Rép.  1  •  /?  =  W4*,687  ; 
2T  =  777%998. 

S  2.  PÏRAMIDE  ET  CÔNE. 

IVotloBB  préllmlBalreB. 

130.  MBSxnis  DE  LA  FTHAHiDE.  —  Le  volumc  d^une  pyramide  est 
égal  au  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur  : 

[1]  ^=iw. 

La  surface  latérale  d'une  pyramide  régulière  a  pour  mesure  le  péri- 
mètre de  la  base  multiplié  par  la  moitié  de  Vapethème  de  la  pyra- 
mide : 

P]  s^^pa. 

131  •  Mesues  du  cône.  —  La  solidité  d'un  cône  est  égale  au  tiers 
du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur.  Si  la  base  est  circulaire,  le  vo- 
lume du  cône  a  pour  expression  : 

La  surface  latérale  d^un  cône  droit  à  base  circulaire  a  pour  mesure 
la  moîtîé  du  produit  de  la  circonférence  de  sa  base  par  son  côté  : 

[4]  s=zi:rg. 

PROBLÈME  GXGVI. 

Trouver  la  hauteur  d'une  pyramide  régulière  à  base 
Fig.^61.         carrée,  sachant  que  la  surface  de  la  base 
est  égale  à  6"''^,67839  et  que  la  longueur 
de  chacune  des  arêtes  est  de  3%&9  (fig..  &i  )• 


^     Dans  le  trian^  rectangle  SOA, 
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d'autre  part, 

AO  ^  le  carré  de  la  demi-diagonale  de  la  base  ABCD. 

Fig.  62.  Or  le  carré  de  la  demi^diagonale  d'un  carré  est 

égal  à  la  moitié  de  ce  carré  (fig.  62)  ;  donc 

Ainsi  la  relation 


2 


3,339i5. 


H*  =  ««  — AO' 


Fig.  63. 


donne  H  =  v^(3,89)*  —  3,3391 5  =  y/l  i  ,79295 , 

et,  si  Ton  extrait  la  racine  carrée  de  i  i  ,79295, 

H  =  3«,434, 

PROBLÈME  GXGYII. 

La  plus  grande  pyramide  d'Egypte  a  1 46  mètres  de 
hauteur;  sa  base  est  un  carré  dont  le  c6të  a  237  mètres. 

Le  sommet  du  Pan- 
théon est  à  79  mètres 
au-dessus  du  pavé. 

On  imagine  un  pris- 
me droit  dont  la  base 
carrée  ait  pour  côté  la 
hauteur  du   Panthéon 
et  dont  la  hauteur  soit  celle  de  la  pyramide. 

'  Comparer  le  volume  de  la  pyramide  au  volume  du 
prisme  ainsi  construit  (fig.  63). 


Solattom. 


On  a 


vol.  pyr.  =|BXH, 
vol.  prisin.  c=c  &  x  H. 
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Donc 


,  vol.  pyr.        tM 

Par  conséquent,  — ; — =-r —  =  -rrr  • 

^  vol,  pnsm.        oE: 

Cherchons  maintenant  les  valeurs  de  B  et  b. 

B  ==  (237)*  =  (3  X  79)*  =  9  X  79*, 
^  =  79». 

vol.  pyr.   _i(9X79») 
vol.  prism.  79'        ' 

c'est-à  dire  .^sLEZI^- 3X79* 

vol.  pnsm.  79* 

et  enfin  vol.  pyr.  =  3 .  vd.  prism. 

PROBLÈME  CXCVIII. 

Un  verre  à  pied,  de  forme  conique,  a  0",08  de  dia- 
Fig.  64.  mètre  au  bord  supérieur  et  0"*,12  de  hau- 
k.^^^  teur  (fig,  64). 
^  Il  est  rempli  par  du  mercure  et  de  l'eau 
M^  dans  des  proportions  telles,  que  le  poids 
fl  du  mercure  est  triple  du  poids  de  Teau. 
I  La  température  est  zéro,  et  la  densité  du 

l        mercure  est  13,598. 

On  demande  quelle  est  l'épaisseur   de 
chaque  couche  liquide. 

Sol«tlOB. 

Soient  V  le  volume  du  verre  et  p  celui  du  mercure;  V'=V —  p 
sera  le  volume  de  l'eau. 

Or  V  =  i7rR*H 

0  =  1  TU^h 


Donc  V  — p:=j7c(R*H  — r»^). 
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Si  l'on  désigne  par  P  et  D  le  poids  et  la  densité  du  mercure»  et 
par  p  et  ^  le  poids  et  la  densité  de  Feau,  il  vient  : 

pz=:iTt(Km—F^)d. 

Gomme  la  densité  de  l'eau  est  prise  pour  unité ,  et  que  le  poids  du 
mercure  doit  être  triple  de  celui  de  l'eau,  l'équation  du  problème  est 

c'est-à-dire,  en  simplifiant, 

/*(i/^  +  /^  =  R«H; 
R«H  3R«H 


h=:. 


ce  qui  peut  s'écrire 


[.]  «=S.  '» 


R* 
Cherchons  muâflttenuit  à  éininer  le  rapport  -j»  Pour  cela,  remar- 
quons que  les  triangles  semblables  ASB,  ESD  donnent 

R      H  R*      H* 

-=^,     etpartam,     ^=r^. 

R'        H* 

Si  nous  remplaçons,  dans  l'çxpression  [i] ,  le  rapport  -j  par  y^  y 


il  viendra 


BP       3H 


„        3^ 

c'est-à-dire  /*'=• 


D  +  3 


et 


=  «V^DTâ- 
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Substituons  aux  lettres  leurs  valeurs  : 


fS7 


Tjfpe  du  calcal. 
logA=logl2  +  f(log3  +  Li6,S98). 

log  3  =  0,477!  21 3 

L  16,598  =  2,7799442 

Somme  =  r,2570655 
Tiers  de  la  somme  =  r,7523552 

logi2  =  f,079i8J3 


Par  conséquent, 


log  A  =0,831 5365. 
A=6%7«48. 


C'est  là  l'épaisseur  de  la  couche  de  mercure. 

Quant  à  l'épaisseur  de  la  caiiche  d'eau,  elle  est  égale  à 

12«_  6,7848  =^%2152. 
PBOBL£M£  GXCIX. 

Un  verre  à  pied,  de  forme  conique,  contient  1  litre.  Il 
Fig.  66.        ^  o™,25  de  diamètre  à  son  bord  supérieur^ 
et  il  est  rempli  par  de  Teau  et  du  mercure 
(fig.  65). 

On  demande  l'épaisseur  de  Teau  dans  ce 
Yse,  sachant  q^ie  le  poids  des  deux,  liqui- 
des est  le  même,  et  que  la  densité  du  mer- 
cure est  43,^598. 


BrrO.aS 


Appelons  H  la  hauteur  du  Kqœde^  que  le  <v«irre 
peut  contenir  et  h  la  hauteur  du  mercure  ;  la  hauteur  de  Peau  sera 
E  —  h. 
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C'est  cette  différence  qa'il  s*agit  de  déterminer. 

On  sait  que  la  capacité  du  verre  est  donnée  par  la  formule 

Qnant  à  ^,  on  on  obtiendra  la  valeur  en  remart|aant  que  les  cônes 
semblables  V  et  f^  sont  entre  eux  comme  les  cubes  de  leurs  hauteurs  y 
car  de  la  proportion 

onure  "v      ^'    ^'  =  ^\/v> 

c'est-à-dire,  en  substituant  à  H  et  V  leurs  valeurs, 


=  0**',6M  i/y. 


Il  ne  reste  plus  qu'à  calculer  p. 

Or,  puisque  les  poids  de  Teau  et  du  mercure  sont  égaux,  on  a^  en 

appelant  D  la  densité  du  mercure,  et  en  prenant  celle  de  Teau  pour 

unitéy 

V  — p  =  pD, 

c'est  à-dire  V  =  f'  (i  -|-  D) , 

ou  bien  i  =f^(i  +  13,598). 

i 
On  en  déduit  p  =  ■  =  0*»%068. 

Par  conséquent,  h  =  0,61  i  ^0,068 

=  0,611X0,4=0^2444. 

Amû  Vépaisseur  de  teaa  est 

H  —  ^  =  0^61 1  —  0«,2444  =  0^,3666. 
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EXERCICES. 

162.  L'une  des  pyramides  d'Egypte  est  à  base  carrée; 
le  côté  de  cette  base  est  de  23",48,  et  la  hauteur  de  la 
pyramide  égale  146™,  18.  En  supposant  que  la  pyramide 
soit  pleine  et  que  la  densité  de  la  pierre  égale  2,75,  quel 
est  le  poids  de  cetle  pyramide?  — Rép.  73875  tonnes. 

163.  On  donne  un  cercle  de  10  mètres  de  rayon;  dans 
ce  cercle,  on  inscrit  un  triangle  équilatéral.  Quel  serait  le 
\olume  de  la  pyramide  dont  ce  triangle  serait  la  base,  et 
qui  aurait  12  mètres  de  hauteur?  —  Rép.  519'"%6. 

164.  Un  vase  a  sa  paroi  intérieure  composée  de  faces 
planes.  Ces  faces  sont  disposées  de  telle  manière  qu'une 
sphère  de  O^jlS  de  rayon  les  toucherait  toutes  a  la 
fois.  Toutes  les  faces  féunies  donnent  une  surface  de 
42  décimètres  carrés.  Combien  ce  vase,  rempli  jusqu'au 
bord,  contient-il  de  litres  d'eau  ?  —  Rép.  21  litres. 

165.  On  demande  quel  rayon  on  doit  donner  à  la 
base  d'un  cône,  sachant  que  la  hauteur  de  ce  cône 
égale  3  mètres,  et  que  ce  solide  a  1  stère  en  volume.  — 
Rép.  0",564. 

166.  Deux  vases,  de  forme  conique  et  de  même  poids, 
ont  intérieurement  0'",25  de  hauteur  et  0'",  1 2  de  diamètre 
à  leurs  bords  supérieurs.  L'un  est  rempli  d'éther,  dont  la 
densité  est  0,71  ;  Tautre,  d'acide  sulfurique,  dont  la  den- 
sité est  1 ,84.  On  demande  la  différence  entre  les  poids 
des  deux  vases  ainsi  remplis.  — Rép.  1'^\065. 

167.  Une  sphère,  un  cylindre  et  un  cône  droit  ayant 
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été  façonnés  avec  des  masses  égales  d'une  terre  glaise  bien 
iiomogène,  on  admet  que  ces  trois  corps  ont  des  volu- 
mes équiv^Jeats.  De  plu&,  la  sphère^  1a  bfltsB  du  cyliodre 
et  la  base  du  cône  ont  des  diamètres  égaux  entre  eux  et 
h  3  décimètres.  On  demande  les  hatiAeurs  du  cylindre 
etduco«e..  — acp.A  =  2%  H=6*. 

^  3.  TRONCS  DE  PYRAMIDE,  DE  CONE,  DE  PRISME,  ETC. 

IVoâ«Mi  prélIfliiBalvMi. 

132.  Mesure  du  tronc  de  pyramide.  —  Le  volume  et  un  tronc  de 
pyramide  h  bases  parallèles  est  égal  à  la  somme  des  volumes  de  trois 
pyramides  ayant  pour  hauteur  commune  la  hauteur  du  tronc,  et,  pour 
bases  respectives,  la  base  inférieure  du  tronc,  sa  base  supérieure  et 
une  moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux  bases. 

De  Là  la  formiile 

[1]  V=iA(B  +  i  +  v^, 

dans  laquelle  Y  est  le  volume  du  tronc,  B  la  base  inférievre^  è  ta 
base  supérieure  et  h  la  hauteur. 

On  pent  donner  à  cette  expression  une  forme  qui  permet  d'éviter 
remploi  du  radical*  En  effet,  les  bases  B  ei  b  sont  semblables  ;  eUes 
s;)nt  donc  entre  elles  comme  les  carrés  de  leurs  côtés  homologues.  Si 
<lonc  on  appelle  A  et  a  ces  côtés,  on  aura 

^=^,     doù     ^  =  B.-,. 

£n  remplaçante  par  cette  valeur  dans  la  formule  [i],  ou  obtient 

155,  Mesure  du  tronc  de  cône.  —  Le  uohtme  d'un  tronc  de  cône 
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<i  hases  paratlèks  est  égal  à  la  somme  des  Yotumes  cfe  trois  cônes 
ayant  pour  hauteur  commune  la  hauteur  du  tronc,  et,  pour  bases 
respectives,  la  base  inférieure,  la  base  supérieure  et  une  moyenne 
proportionnelle  entre  ces  deux  bases. 

Si  l'on  désigne  par  R  le  rayon  de  la  base  inférieure,  par  r  celui  de 
la  base  supérieure  et  par  h  la  hauteur  du  tronc,  on  aura 

Cette  formule  est  souvent  employée  pour  le  jaugeage  des  ton- 
neaux. Dans  ce  cas,  A  représente  la  longueur  du  tonneau.  Rie  rayon 
de  la  bonde  et  r  eehsk  du  fosd. 

Le  résultat  qu'on  obtient  de  la  sorte  est  trop  £aiible;  il  est  plus 
exact,  pour  jauger  un  tonneau,  de  recourir  à  la  formule  de  Dez*^ 
On  assimile  alors  le  tonneau  à  un  cylindre  ayant  pour  rayon  de  sa 
base  la  différence  qui  existe  entre  le  rayon  de  la  bonde  et  les  |  de 
l'excès  de  ce  rayon  sur  le  rayon  du  fond,  et,  pour  hauteur,  la  lon- 
gueur du  tonneau.  Ce  procédé  conduit  à  la  formule 

[4]  V=,t[R-|(R-r)]'A. 

La  surface  laiérale  itun  tronc  de  eâ/te  droit  à  bases  parallèles  a 
pour  mesure  le  produit  de  la  demt-somme  des  cÂrconférences  des 
bases  de  ce  tronc  par  son  côté  : 

[5]  S  =  TT(R  +  r)€Z. 

» 

On  dit  aussi  qu'elle  a  pour  mesure  le  produit  de  la  circonférence 
d'un  cercle,  mené  à  égale  distance  des  deux  bases,  par  la  généra- 
trice : 

[6]  S  =  27rpa. 

Dans  ces  formules,  R,  r  et  p  désignent  les  rayons  de  la  base  infé» 
rieure,  de  la  base  supérieure  et  du  cercle  intermédiaire. 

154.  Mesure  du  tronc  de  prisme. — Le  volume  d'un  tronc  de  prisme 
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triangulaire  est  égal  au  produit  de  sa  section  droite  par  la  moyenne 
arithmétique  de  ses  ti'ois  arêtes  latérales  : 


[7]  V  =  S(2^±^±^'). 


PROBLEME  ce. 

I^  volume  d'un  obélisque  est  égal  à  128"*%102;  cet 
Fig.  66.  obélisque  a  la  forme  d'un  tronc  de  pyra- 
.'>r\  mide  à  bases  carrées  et  parallèles,  et  le  côté 

de  la  base  inférieure  est  de  2"',4.  On  de- 
mande de  calculer  le  côté  de  l'autre  base, 
sachant  que  la  hauteur  de  l'obélisque  est 
48  mètres  (fig.  66). 

Solutioii. 

\         Soient  V  et  H  le  volume  et  la  hauteur  de  Tobé- 
\     lisque,  a  le  côté  connu  de  la  base  inférieure  et  x  le 
coté  cherché  ;  nous  aurons 


En  faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  second  membre  et  en  chas- 
sant le  dénominateur,  on  obtient 

V 
d'où  ,  =  _-±y/-_„.  +  _ 


2-ViH        4* 
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Substituons  aux  lettres  leurs  valeurs  : 
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.=-.,.±y/!H^-3x(...,. 


=  —«,2  ±1,92. 


Rejetons  la  valeur  négative  : 


a:  =  0",72. 


PROBLEME  CCI. 


Etablir  la  proportion  suivante  : 


hauteur. 


!•  Je  dis  que 


Lorsque  le  côté  d*un  tronc  de 
cône  est  égal  à  la  somme  des  rayons 
des  bases  (fig.  67)  i  1  "^  la  moyenne 
géométrique  entre  les  rayons  égale 
la  moitié  de  la  hauteur;  2*  le  vo- 
lume s'obtient  en  multipliant  la  sur- 
face totale  par  le  sixième  de  cette 

SolutlOH. 


Pour  le  démon trer,  menons  OB  parallèle  à  A.  Dans  le  triangle 
rectangle  OAB,  on  a 

H*=(R+r)*— (R  — /)»  =  4Rr. 
H  =  2v^Rr, 


Donc 

et  V^Ri^=:JH. 

2*^  Je  dis  de  plus  que 


C,  Q.  F.  D, 


V  =surf.  totale  X  tt- 

6 
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En  effet,  surf.  tôt.  =  icR*  4-  w* + «(R  +  r/ 

=  2wR»+2Tr/^  +  2wRr 

=  2jc(R*+/^+Rr). 

Multiplions  cette  expression  par  ^  9  il  viendra 

|irH(R*+/*  +  Rr)=JxH(R*+/*+Rr).      c.  q.  F.  d. 
PROBLÈME  CGII. 

Un  réservoir  a  la  forme  d'un  tronc  de  cône.  La  base 
Fig.  68.  inférieure  a  0°,5  de  rayon 

y^ j — -j-^ — ^ ^-^     et  la  surface  supérieure  de 

^^^Ziy       l'eau  contenue  dans  ce  ré- 
ti-=  /  servoir  0°*,8.  Lahauteu^  de 

^1,  v;: V  l'eau  est  1  ",  5 . 

On  laisse  tomber  dans  le 
réservoir  UQ  bloc  cubique  eu  marbre  ayant  0'",4  de  côté 
(%68). 

A  quelle  hauteur  s'élèvera  le  niveau  de  Teau? 

SolutlOH. 

Le  volume  d*eau  ABGD,  au-dessus  de  la  surface  primitive  AB,  est 
égal  au  volume  du  cube  de  aiarbre;  on  a  d^mc 

Mais  ^-i,8a:  +  64  =  '^'""f , 

Donc        [i]  c»  =  i^j  X  ^^|-- 

Comme  dans  cette  équation  entrent  deux  inconnues,  il  faut  cher- 
cher une  seconde  équation* 


' 
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A  cet  dOTel,  meiMHis  IQ  parallèle  à  DS,  et  considérons  les  triangles 
semblables  INE  et  PNQi  îb  darnif  t 


Or  IE=jp--ID=x  —  8, 

et  PQ  =  SQ^SP  =  8~5=3; 


donc  il^ 


X  —  8 


ib~     3     ' 
ou  bien         [2]  j=5(x— 8). 

Par  suite  les  deux  équations  du  problème  sont 

[i]  ^  =  hv^x 


P]  jr  =  5(x^8) 

Produit.....      cV  =  I  îr/(a:»  —  &•;. 

Simplifions  cette  expression  et  remplaçons  c*  par  sa  valeur  : 

d'où  ^^l»î±»!l><lî*  =  *P  +  5i2. 

OIT  5ir 

et  X  =  î/^-^  +  3I«=  ^i2^2a+5iâ=:  C/524,223  =  8^063; 

Une lobqii'^in  a  cAulé la  Talem*  de  x,  ceile de  l'mconmie  jr  se 
deki£Bra»âe 


qui  devient  r  =  5(8,063  —  8)  =  0*,3i5. 

La  hauteur  de  Teau  dans  le  vase  est  done  éga^  à 
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PROBLÈME  GGITl. 


Un  tODibereau  a  les  dimensions  suivantes  (fig.  G9)  : 


Pig.  69. 


0™,75  de  profondeur, 

0  ,52  de  largeur  au  fond, 

0  9  82  de  largeur  au  bord  su* 
périeur, 

0  ,86  de  longueur  au  fond, 

0  ,88  de  longueur  au  bord 
supérieur. 


11  est  rempli  de  terre  à  ras  bords;  la  densité  de  la 
terre  est  2,68. 

Quel  est  le  poids  de  la  terre  contenue  dans  ce  tombe- 
reau? 

SolatioH. 

Si  les  rectangles  supérieur  et  inférieur  étaient  semblables,  le  vo- 
lume du  tombereau  serait  celui  d*un  tronc  de  pyramide;  le  problème 
proposé  serait  donc  une  application  de  la  formule 

V=iH(B-f  ô  +  V^Bi^)- 

Mais^  les  rectangles  supérieur  et  inférieur  ne  sont  pas  semblables ^  il 
serait  donc  inexact  d'appliquer  cette  formule.  Ayons  recours  à  un 
autre  procédé. 

Imaginons  un  plan  passant  par  les  deux  arêtes  opposées  KL  et  TG 
du  tombereau,  et  un  autre  plan  MNPQ  perpendiculaire  aux  mêmes 
arêtes.  Nous  décomposerons  le  tombereau  en  deux  troncs  de  prisme, 
l'un  antérieur,  l'autre  postérieur. 

Or  un  tronc  de  prisme  triangulaire  a  pour  mesure  sa  section  droite 
multipliée  par  le  tiers  de  la  somme  de  ses  arêtes. 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES.  «97 

Nous  aurons  donc  : 

^  1  °     Tronc  de  prisme  antérieur ...  =  MKP  X  J(2fl + A) , 

^      Tronc  de  prisme  postérieur. .  =  MPQ ^{{^k-^-a). 

Or  MNP  =  ^         et         MPQ  =  ^. 

Donc     i°  Tronc  de  pnsme  antér.     =  —  X  i  (2fl+A)=  -^  (i/i+A) 

X  o 

BA  HA 

2«  Tronc  de  prisme  poster.   =  -5-  X  J(lA+a)=:  ~  (2A-f  o) 

z  0 

A  A  RA 

Volume  du  tombereau     =  -^   (  2a  -(-  A)   +  -jr-  (2A-|-/i) 

=  g[(2«+A;^+(2A+«)B].    [«] 

Meatarqve.  —  Cette  formule  sert  non-seulement  à  calculer  le 
volume  d*un  tombereau,  mais  encore  celui  des  amas  de  pierres  que 
l'on  Yoît  au  bord  des  routes,  ainsi  que  la  capacité  des  cuvettes  le 
long  desquelles  ces  tas  sont  généralement  disposés. 

Dans  l'exemple  ci-dessus,  | 

A  =  7ë  centimètres 
«  =  86  — 
A=88  — 
^  =  52  — 
8  =  82  — 
La  formule  [a]  devient  donc 

7S 

[p]    Vol.  du  tombereau  =  y  [  (2  X  86 + 88) S2  +  (2  X  88  +  86)  82] 

=  437*»%550. 
Le  poids  de  ce  volume  de  terre  est 

437,550  X  2,68  ==  i  1 72k'»,634. 


\ 
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EXERCICES. 

1 68.  Un  obéUsque  a  la  forme  d*uD  tronc  de  pyramide 
à  bases  carrées  surmonté  d'une  petite  pyramide.  Le  côté 
de  la  base  infériearcf  a  2"',42  de  longueur;  celui  de  la 
base  supérieure  a  1™,54;  la  dislance  des  deux  bases  égale 
21  ",60,  et  labauleur  de  la  pyramide  1*,20.  Quel  est  le 
poids  de  cet  obélisque?  On  sait  que  le  granit  dont  il  est 

fait  pèse  2750  kîlogr.  le  mètre  cube.— Rép.  239  313  kil. 

■ 

169«  Étant  donné  un  côoe  tronqué  dont  la  hauteur 
est  H^  le  rayon  de  la  base  supérieure  4  mètres,  et  celui 
de  la  hase  inférieure  22  mètres,  trouver  le  rayon  d'un 
cylindre  de  même  hauteur  H,  dont  le  volume  soit  équi- 
valent au  volume  du  tronc  de  cône.  —  Rép.  je:=  14. 

170.  La  hauteur  d'un  tronc  de  cône  est  H;  les  deux 
bases  parallèles  ont  0"'*',22  et  0'*'\U.  Quel  diamètre  faut-il 
donner  à  un  cylindre  de  même  hauteur  pour  qu  il  soit 
équivalent  à  ce  tronc  de  cône?  —  Rép.  6***',24.  • 

1 71 .  Un  cylindre  et  un  tronc  de  cône  ont  une  base  com- 
mune et  même  hauteur.  On  sait  que  le  volume  du  tronc 
égale  la  moitié  du  volume  du  cylindre.  Dans  quel  rap- 
port sont  les  rayons  des  deux  bases  du  tronc  de  cône  ? — 
Rép. /•= 0,366  R. 

1 72.  Le  rayon  de  la  base  d'un  cône  est  de  4  mètres  j 
la  hauteur  de  ce  cône  égale  6  mètres.  On  fait,  à  2  mètres 
du  sommet,  une  section  parallèle  à  la  base.  Quelle  est  la 
surface  du  tronc  de  cône  ainsi  obtenu?  —  Rép.  SO^^'jSQ, 

173.  Un  trcHic  de  cône  a  2  mètres  de  hauteur;  le 
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rayon  de  sa  base  supérieure  est  7",  50,  celui  de  sa  base 
inférieure  8'"|25.  On  demande  l"*  les  volumes  du  cène 
total,  du  petit  cône  supérieur  et  du  tronc  résultant  de 
leur  difTérence  ;  2®  les  surfaces  des  mêmes  cônes  et  du 
tranc  donné-  —  Rép-  V  =  4568'»%05i  ;  i;s=:H78"%1  ; 
S  =  6©8•^^9T;  j=503--',28;  y  =  105''^69. 

$  4.  RÉVOLUTION  DES  FIGURES  PLANES;  ZONE,  SPHÈRE,  ETC. 

Hâtions  f9éêîwÊimmÈÊ%». 

1 55.  SUBFÀCSS  ET  VOLUMES  ENGENDRES  PAB  LES  TRIANGLES  ET  LES  PO- 
LYGONES. —  La  surface  engendrée  par  itne  portion  de  polygone  régulier 
tournant  autour  d'un  axe  mené  dans  son  plan  et  par  son  centre,  a 
pour  mesure  le  produit  de  la  drconférence  inscrite  dans  le  poly- 
gone, par  la  projection  du  contour  sur  l'axe  : 

[i]  S  =  2Trr.;7. 

Le  volume  engendré  par  la  révolution  dun  triangle  tournant  autour 
d'un  axe  tracé  dans  son  plan,  par  un  de  ses  sommets,  a  pour  mesure 
la  surface  décrite  par  le  coté  opposé  à  ce  sommet  multipliée  par  le 
tiers  de  la  hauteur  qui  correspond  à  ce  côté  : 

[2]  V  =  surf.  ft.^^. 

Le  voUune  engendré  par  un  secteur  polygonal  régulier  tournBnt^ 
comme  les  figures  précédentes^  autour  d'un  axe  mené  dans  son  plan 
et  par  son  centre,  a  pour  mesure  le  produit  de  la  surface  que  décrit 
le  périmètre  du  secteur,  par  le  tiers  du  rayon  du  cercle  inscrit  : 

[3]  V  =surf.  décrite  par  le  pcrim.  X  i  '*• 

136.  Zone.  —  Une  zone  est  une  portion  de  la  spbére  comprise 
entre  detix  plans  parallèles.  La  distance  des  deux  cercles  déterminés 
par  ces  plans  est  la  hauteur  de  la  zone,  et  les  cercles  eux-mêmes  en 
sont  les  bases. 

La  zone  à  une  base  s'appelle  calotte  sphérîque\  sa  hauteur  est  dé- 
sigiaée  sous  le  nom  de  flèche. 
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Vaire  d*une  zone  est  égale  à  sa  hautear  multipliée  par  la  cii^oonfc- 
rence  d'un  grand  cercle  : 


[4] 


S  =  /*.27cR. 


137.  SFBè&B.  —  La  suif  ace  et  un  secteur  sphéruiue  a  pour  mesure 
le  produit  de  la  zone  qui  hii  sert  de  base  par  le  tiers  du  rayon  : 


[5] 


S  =zone  X  4R  =l7rR*^. 


3 


h  indique  la  hauteur  de  la  zone  qui  sert  de  base  au  secteur. 
La  surface  de  la  sphère  équivaut  à  4  fois  la  surface  d*un  grand 
cercle  : 


[6] 


S  =  47tR«. 


Le  volupté  de  la  sphère  est  donné  par  les  formules 


[7] 
et  [8] 


selon  qu*on  le  calcule  en  fonction  du  rayon  ou  du  diamètre. 


PROBLE\!E  GCIV. 

Un  triangle  isocèle  tourne  autour  d'une  droite  fixe  pa- 
rallèle à  la  base  BC  et  passant  par  le  sommet  Â  (fig.  70)* 
Fig.  70.  On  demande  quel  sera  le  volume  engen- 

6"        ,^   dré,    sachant    que    AB  =  9   mètres   et 
BC  =  6  mètres. 

Solution. 

Le  volume  engendré  par  le  triangle  BAC  est 
donné  par  la  formule 


[«] 


V  =  surf.  BC.JH. 


Or  la  surface  engendrée  par  le  côté  BC  est  celle  d'un  cylindre 
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dont  la  base  a  pour  rayon  H  el  dont  la  hauteur  est  BG.  Par  consé- 
quent, 

surf.  BC  ==  2  ttH  .  BC , 

et  par  suite,  V  =  2irH  .  BC .  ^  H  =  f  wH».  BC. 

D'après  l'énoncé,  BC  =  6".  Quant  à  la  valeur  de  H*,  on  la  calcu- 
lera facilement.  En  effet, 

H*  =  AB*— BK'sisSI-'  9=72«, 
II  vient  donc,  en  remplaçant  les  lettres  parleurs  valeurs, 

V  =  f  TT .  72  .  6  =  904"%780. 


PROBLÈME  GGV. 

Un  triangle  équilatéral  en  acier  dont  les  côtés  sont 
égaux  chacun  à  0",15,  tourne  autour  d'un  de  ses  côtés, 
et  s'enfonce  ainsi  complètement  dans  un  bloc  de  mar- 
bre, dont  la  densité  est  2,72  (fig.  71).  L'axe  de  rotation 
est  normal  à  la  surface  du  bloc,  et  le  triangle  pénètre 
par  son  sommet. 

On  demande  la  perle  de  poids  que  subit  le  bloc  de 
marbre. 

Solution, 

Si  Ton  connaissait  le  volume  de«niarbre  enlevé  par  le  triangle 
Fig-  74.  d'acier,   en  multipliant  ce   volume,  exprimé 

r,,  en  décimètres  cubes,  par  la  densité  du  mar- 

c        bre   2,72,    on    aurait,   en   kilogrammes,  la 
:^  perte  de  poids  subie  par  le  bloc. 

Quel  est  donc  le  volume  de  marbre  enlevé 
par  le  triangle  d'acier  ? 

Ce   volume    égale    1^  celui  d'un  cylindre 
ayant  R  =  DC  pour  rayon  et  BP  pour  hauteur;  il  est  donné  par  la 

formule 

içR'H. 


2"  Celui  d'un  cône  ayant  aussi  R  pour  rayon  et,  pour  hauteui. 
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PS  =  BP  ;  fl  est  donné  par  la  formule  J  7tR*H.  On  voit  déji  que  le 
volume  du  cône  est  le  tiers  de  eelui  du  cylindre. 

Folume  du  cylindre^  —  Ce  volume  est  donné  par  la  formule 

[4]  V  =  ,rR»H, 

dans  laquelle  H  =  BP  =  ^(1 5«)  ==  7^5 

«t  B"=DC"  =  t5*—  7,5*=i68,75. 

Remplaçons  les  lettres  par  leurs  valeurs  dans  la  formule  [i  ]  : 

V=7rX  168,75  X  7,5  =  3'i-%976. 

Folume  du  câne^  —  Ce  volume  est  le  tiers  de  celui  du  cylindre  z 

p  =  ^ .  3'»«,976  =  i*-%325. 

Le  volume  de  marbre  enlevé  par  le  triangle  est  donc 

V  +  r=r3,976-|- 1,325  =  5*^,301. 

Quant  à  la  perte  subie  par  le  bloc  de  marbre ^  elle  est  égale  à 

P  =  5,301  X  2,72=  14^,419. 

PROBLÈME  CGVI. 

Trouver  le  volume  eogp^ndré  par  un  demi-hexagone 
régulier  ayant  4  mètres  de  c6lé  et  tournant  autour  du 
Fîg.  72.  diamètre   du  cercle  circonscrit  à 

^  c.r*_rJUi  ^®  demi-hexagone  (fig.  72). 

^/   \\  SolatioH« 

/R      W 

ji         Le  volume  engendré  par  un   segment 

polygonal  régulier  tournant  autour  d'un 
axe  est  égal  à  la  surface  décrite  par  le  contour  de  ce  segment,  mul- 
tipliée par  le  tiers  de  l'apothème  : 

V  =  surf.  ABCD  X  i  ^. 
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Diantre  part,  on  sait  que  la  surface  engendrée  par  te  contour  po- 
lygonal AJCD  cal 

surf.  ABCD  =  2 R  .  27ra. 


On  en  déduit 

D'ailleurs, 

Par  conséquent,     V=  icR»=  64  w  =20i"%062. 


R* 
a'  =  R«  — ~=JR». 

4       * 


PROBLEME  GGVII. 

On  donne  une  sphère  dont  le  rayon  est  13  mètres 
(fig.  73).  Sur  cette  sphère  on  considère  une  zone  à  deux 
hases,  dont  Tune  est  à  1  mètre  du  centre  de  la  sphère. 
La  surface  de  cette  zone  est  de  1 00  mètres  carrés.  On 
demande  la  surface  du  cercle  qui  forme  la  seconde  base 
de  la  zone. 

SolntloH. 


Fig.  73. 


L'aire  de  la  zone  est 
On  en  déduit 


loa 


=  i«,22427. 


27cR      âir.lS 
Par  conséquent, 

OB=i^-t- A  =  2,22427. 

Enfin,     CB*  =  R«—0B*=13«— 2,22427»=  166,77573. 
La  surface  du  second  cercle  qui  sert  de  base  à  la  zone  est  donc 

w.CB'  =  51S«-S3670. 

PROBLÈME  GGYIII. 

Une  sphère,  dont  le  rayon  est  de  4  mètres,  est  coupée, 
par  deux  plans  parallèles,  d'uo  même  côté  du  ceMtej  à 
2  mètres  et  à  3  mètres  de  ce  point  (fig.  74)^ 
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1°  Quelle  est  la  surface  de  la  zone  ainsi  déterminée? 

2*  Quelles  sont  les  surfaces  des  deux  bases  de  celle 
zone? 


••iMtlon. 

!•  l«  mrfaee  de  la 

ïow  esl 

Fig.  n. 

*  =  2itR'.H 

/<^p?X 

=  ïic.4.1=8ït=25"-M3. 

(     "^'.#^ 

*■  La  ff-ande  base  de  celte  zone  est  donm'e 
par  la  formiiie 

V      J 

Or                  R»  =  4*-2'  =  12; 

"^-— _— -^'^ 

donc                C  =  i2it=37°'-S699. 

3°  EDfin,  la  petite 

base  est 

c=w*. 

Mais 

7*  =  4'  — 3'  =  7i 

donc 

c=7ir=2i-'',991. 

PROBLEME  CCIX. 

Un  creuset  ayant  la  forme  d'un  tronc  de  c6ne  a  O^jOA 
Fi(,  7B.  de  diamètre  au  fond, 

O^jO?  de  diamètre 
au  bord  supérieur  et 
O^jlO  de  hauteur. 
Ce  creuset  contient 
du  métal  en  fusion 
dont  la  surface  su- 
périeure a  0'",06  de 

diamètre  (fig.  75).  Ou  veut  couler  ce  métal  dans  un 

moule  spbérique. 
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Quel  devrait  élre  le  rayon  de  ce  moule,  pour  que  le 
métal  le  remplit  exactement  ? 

Soiatioii. 

Si  nous  connaissions  le  volume  du  métal  en  fusion  contenu  dans 
le  creuset^  en  égalant  ce  volume  V  à  ^  ir.r',  nous  obtiendrions  une 
équation  qui  nous  permettrait  d'obtenir  la  valeur  de  x. 

Calcul  da  volume  de  mêlai  contenu  dans  le  creuset. 
Ce  volume  est  donné  par  la  formule 

[i]  =^7r/«Xi9. 

Chercbonsla  valeur  de  /t.  A  cet  effet,  menons  la  ligne  ÂE  parallèle 
à  la  génératrice  LK.  La  figure  AEKL  étant  un  parallélogramme, 

EK=AL=2, 

et  partant,        DE  =  DK  —  EK  =  3%5  —  2«  =  1%5. 

D'autre  part,         BC  =  BH  —  CH  =  3«  —  2«  =  1  «. 

Cela  posé,  considérons  les  triangles  semblables  ABC  et  ADE;  nous 
aurons 

JO_DEou  i,S 
T  "~   BC  ou  i    ' 

d'où  A=^^. 

L'expression  [i  ]  devient  donc 

_icX<90_icX38 
~      4,5     ~     0,9    • 
PR.  DE  MATH.  20 
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Oateid  da  rayx)n  du  moiiie. 

Le  métal  contenu  dans  le  creuset  devant  remplir  le  moule  sphéri- 
que,  on  a,  en  appelant  x  le  rayon  de  ce  moule, 

3''      "o;«r» 


d'où 


ir»=r 


et  enfin 


0<38  .  4t 
0,9      •    3 

3S  X  3  _  38  _  t9 
0,9X4""i,2""0,6' 


Type  du  calcul. 
loga:  =  J(logi9+L0,6). 

!agi9  =  1,2787536 
L  0,6  =  0,2218487 


logx  =  i(i  ,5006023). 
=     0,&062007 

Le  nombre  correspondant  est 

^  =  3%163. 

PROBLÈME  CCX. 

Un  morceau  de  cuivre,  de  forme  cubique  et  du  poids 
Fig.  76.  cfe  1^",75,  est  placé  sur  ua 

tour  et  réduit  à  une  sphère 
dont  le  diamètre  est  les  -^ 
de  la  longueur  du  côté  du 
cube  primitif  (fig.  76).  La 
densité  du  cuivre  est  8,85. 
Quel  €st  le  poids  d«  la  tournnire  de  cuivre  ainsi  ob- 
tenue? 


1/  / 
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Solntlon. 


Ce  f(Àds  est  égal  à  «dni  du  o«be  piimîtif,  dianiié  du  porids^de  la 
sphère  de  cuivre. 

Or  le  volume  du  cube  =  û'  ; 

donc  le  poids  du  cube  =;a'x8,85=l         ^; 

D'autre  part,  le  toL  de  la  sphère  :=  J  izcP. 

Mais  rf»=(|a)8; 

donc       le  vol .  de  la  sphère=  ^  tt  X  {i^Y=  i'^XH^   l 

~   384    "^  128  ' 

,      1,75        35 
et  comme  ar  =z--—r-  = 


8,85  "^177' 
le  volume  de  la  sphère  =  jsô^  777 


£n  désignant  par  Pie  pcdds  de  cette  «phère,  on  a 

_^^X85X«,^5  _ 
^-      1^«X177      -386«S57. 

Coimais&aDt  le  p»ids  de  ia  sphère  de  cuivre,  Ji&tiKiBchsns^^a  ke 
poids  du  cube  primitif,  et  nous  aurons 

Poids  de  la  tournure  de  cuivre  =d[  7S0«'  —  3868^,57  =  1.3^63^^43. 

PROBIÈHE  CCXJU. 

Un  boulet  de  fonte  pèse  12  kilogrammes.  t)n  sait 
que  la  densité  de  la  fonte  est  7,35 
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1*  Trouver  le  rayon  de  ce  boulet, 

2''  Déterminer  le  poids  de  l'or  nécessaire  pour  former 
autour  de  ce  boulet  (fig.  77)  une  couche  d'or  de  0™,0006 
d'épaisseur,  la  densité  de  Tor  étant  19,26,  • 

Solation. 

Calcul  de  H. 
i*  Le  poids  du  boulet  est  donné  par  la  formule 

Fig.  77.  *  P=VD. 

Or  V=:|TrR«; 

donc  P=:|7rR»D, 


00006 

et 

!>'  =  19.26 


-{/ 


3P 


En  remplaçant  les  lettres  par  leurs  valeurs,  on  a 


7    3X12     _        _J_^ç,^ 


=  0^^7305, 


Poids  de  Tor  nécessaire  pour  dorer  le  boulet 

2o  Si  nous  connaissions  le  volume  de  l'or  employé  pour  dorer  le 
boulet,  en  multipliant  ce  volume  par  19,26,  densité  de  l'or,  nous 
aurions  le  poids  d'or  demandé. 

Soient  V  le  volume  de  l'or  et  de  la  fonte  et  V  le  volume  de  la 
fonte  seule;  V  —  V  sera  le  volume  de  l'or. 

On  sait  que  V  =  ^-kS^^ 


Donc  v'«V=|i.(R'*«R«) 

ei  Pa.=  |u(R'»«R»;D'. 


r 


Mais 


donc 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 
R  =0*^,7305, 

R' = o^^-jaos  4-  o***,oo6 = O'M-jaer) , 

D' =19,26; 
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Fig.  78. 


PROBLEME  CGXII. 

Le  volume  engendré  par  un  segment  circulaire  tour- 
nant autour  d'un  diamètre  a  pour  mesure  la  sixième  par- 
tie du  cercle  quf  a  pour  rayon  la 
corde  du  segment,  multipliée  par  la 
projection  de  cette  corde  sur  le  dia- 
mètre. 

Solnilon. 

Il  s'agit  de  démontrer  que  le  yolnme  en- 
gendré par  le  segment  AMB  (fig.  78)  a  pour 
expression 

c  désignant  la  corde  AB ,  et  p  la  projection  de  cette  corde  sur  le 
rayon  OP. 
On  a  évidemment 


Or 


D'autre  part, 


vol.  AMB = vol.  AMBO  —  vol.  ABO. 


vol.  AMBO  =  zone .  \  R 
=  27cR/?.iR 
=  f^R!p. 

vol  ABO  =  surf.  AB  .  J  CI 
=  2ir.0I./?.|0I 


=  3,cÔf./> 
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PB£MlÈft£  PARIiË* 
vol.  AMB=f7t/?(R»— Ô?) 

=  1^4 


C.  Q.  F.  D. 


Or 


PROBLÈME  CCXIII. 

Le  volume  d'un  segment  de  sphère  compris  entre  deux 
Fift.  79.  plans  parallèles  a  pour  mesure  la 

demi-somme  de  ses  bases  parallèles 
*  multipliée  par  sa  hauteur,  plus  la 
^    soliditë  d'une  sphère  dont  cette  hau - 
^jj    leur  est  le  diamètre  • 

itolation* 

On  a  éTidenamenl  (%.  7^  : 


vol.  AMBCD  =  vol.  AMB-f-voL  ABGD, 

vol  AMB=|^ïrcV? 
vol.  ABCD=^7r/?(r*  +  r'«+rr') 

vol.  AMBCD  =  j7r/?(c*+2/^-f  2r'*4-2r/). 

c«  =  :(/-^r)«+/?«=:/^«  +  /^— 2/r'+/>«. 

vol.  AMBCD  =  i«p(3^  + 3/^+^») 


Mais 
Donc 


PROBLEME  CCXIV. 

On  donne  une  sphère  dont  on  prend  le  rayon  pour 
unité.  A  quelle  distance  du  centre  faut-il  mener  un  plan 
pour  couper  la  sphère  en  dcax  parties  telles  que  l'une 
soit  le  tiers  de  l'autre  ? 
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isolation. 

On  sait  que  le  volume  du  segment  sphérique  est  donné  par  la  for- 
Fiff.  8Q,  mule 

Lorsque  r'=  0,  la  valeur  de  V  de- 
vient 

La  question  proposée  est  une  ap- 
plication de  cette  dernière  formule. 
Cherchons  d'abord   à  mettre   le 
problème  en  équation. 
11  résulte  de  l'énoncé  que,  si  xjous  désignons  paar  w^  et  f,  les  seg- 
ments déterminés  par  le  plaa  dont  AB  (fig.  80)  est  la  teace,  noua  au- 
rons la  relation 


Or 


Dans  cette  expression. 


^i^^i'^p  +  h'^P^' 


r=y/l^ — x*     et     /?  =  1— X. 

On  a  donc,  en  reni|4aeaat  retp  par  leurs  valeurs  en  fonction  du 
rayon  et  de  la  candeur  inconnue, 

Pareillement,  on  trouve 

En  remplaçant  Pi«et  p,  par  leurs  valeurs  dans  Féquation  [4],  on 
obtient,  après  avoir  effectué  les  calculs  et  les  réductions, 


m 


a^—Sx-^-i^iQ^ 


Cette  équation  a  ses  trois  racines  réelles.  Il  nous  serait  facile  de  mon- 
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trer  comment  le  théorème  de  Descartcs*  nous  fait  connaître  que  deux 
de  ces  racines  sont  positives  et  que  la  troisième  est  négative  ;  mais, 
sans  entrer  dans  ces  détails,  nous  nous  bornerons  à  indiquer  ici 
comment  on  peut  obtenir  une  valeur  approchée  de  la  racine  qui  con- 
vient à  la  question. 

Remplaçons,    dans    Téquation   [2] ,  Pinconnué   x  par   0 ,  0,i , 
0,2,  etc.  ;  nous  aurons  : 

Valeurs  de  x.  Valeurs  correspondantes  de  /(x). 

a:  =  0         y=^\ 

jr  =  0,l 7  =  0,70i 

jr=0,2     ^  =  0,408 

ar  =  0,3 X=0,i27 

x==0,4 r=— 0,136. 

La  racine  cherchée  est  donc  comprise  entre  0,3  et  0,4.  En  substi- 
tuant à  X  les  valeurs  0,3,  0,31,  0,32,  etc.,  on  trouve  x==0,34, 
à  0,01  près. 

EXERCICES. 

174.  Une  sphère  a  1",8  de  rayon.  Sur  cette  sphère, 
on  donne  une  zone  ayant  0"',2  de  hauteur.  Quel  serait 
le  rayon  d'un  cercle  équivalent  à  cette  zone?  —  Rèp. 
/'=0'",848. 

175.  AB  est  le  diamètre  d'un  demi-cercle  qui  a  son 
centre  en  O.  Siir  chacun  des  rayons  OA  et  OB  on  décrit 
un  demi-cercle.  On  demande  le  volume  engendré  par  la 
surface  comprise  entre  les  trois  demircereles,  lorsque  la 
figure  accomplit  une  révolution  complète  autour  de  AB. 
^Rép.  V  =  irR\ 

% 

*  Voici  rénoocé  de  ce  théorème  : 

Une  équation  f{x)  ==  0  à  coefficients  réels,  complète  ou  incomplète,  ne 
peut  avoir  plus  de  racines  positives  que  de  variations  dans  son  premier  mem- 
bre, ni  plus  de  racines  négatives  que  de  variations  dans  sa  transformée  en 
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176.  Le  diamètre  d'une  sphère  est  0",6.  Quel  dia- 
mètre faudrait-il  donner  à  la  base  d'un  c6ne  ayant  O^^^S 
de  hauteur,  pour  que  le  volume  de  ce  c6ne  fût  équiva- 
lent à  celui  de  la  sphère  ?  —  Rép.  1 2  décimètres. 

177.  Lorsque  la  hauteur  d'un  tronc  de  cône  est  égale 
à  4  fois  la  différence  des  rayons  de  ses  bases,  son  volume 
est  la  différence  des  volumes  de  deux  sphères  construites 
avec  ces  rayons. 

178.  Une  boule  de  verre  pèse  1  kilogramme.  On  de- 
mande la  surface  de  cette  boule,  sachant  que  la  densité 
du  verre  est  2,7.  —  Rép.  S  =  2**'^^  ,4940. 

179.  On  donne  une  sphère  de  cuivre  ayant  0^,18  de 
rayon.  Cette  sphère  est  creuse  et  contient  une  sphère  eu 
platine  de  0'",05  de  rayon,  de  telle  sorte  qu'il  n'y  ait 
aucun  vide  entre  les  deux  sphères.  Quel  est  le  poids  de 
la  masse  ainsi  formée  ?  On  sait  que  la  densité  du  platine 
est  21,5  et  celle  du  cuivre  8,85.  —  Rép.  222'^'S820. 


TRIGONOMÉTRIE  RECTILIGNE. 

CHAPITRE  PREMIER. 

FORMULES  FONDAMENTALES. 

S  1.  DÉFINITIONS  ET  PRINCIPES. 
Blutions  préliflilnaireft* 

158.  DÉFnnTiOTTS'.  —  La  trigonométrie  a  pour  objet  principal  la 
résolution  des  trian^lesi.  Résoudre  un  triangle,  c'est  en  calculer  les 
côtés  et  tes  angles. 

On.  évalue  les  cotés  eu  les  comparant  à  Tunité  de  longueur.  Quant 
aux  angles,  on  les  estime  à  l'aide  des  arcs  qu'ils  interceptent,  sur  une 
circonférence  décrite  de  leur  sommet  comme  centre.  Le  point  de  Ta 
circonférence  à  partir  duquel  les  degrés  sont  comptés  est  appelé  or/- 
gme  des  arcs.  On  suppose  les  arcs  engendrés  par  un  point  mobile 
nommé  point  décrivant;  suivant  que  ce  point,  parti  de  l'origine,  va 
dans  un  sens  ou  en  sens  contraire,  l'arc  est  positif  ou  négatif.  Le 
•diamètre  qui  passe  par  l'origine  des  arcs  est  Vaxe  des  abscisses; 
le  diamètre  perpendiculaire  est  Vaxe  des  ordonnées;  l'intersection 
des  deux  axes  est  Vorigine  des  coordonnées.  On  désigne  en  général 
l'abscisse  d'un  point  par  la  lettre  x  et  l'ordonnée  de  ce  point  par  la 
lettre  y.  Lorsque  les  abscisses  sont  comptées  à  droite  de  l'origine  des 
coordonnées,  elles  sont  positives;  elles  sont  négatives  dans  le  cas 
contraire.  Pareillement,  les  ordonnées  comptées  au-dessus  de  l'axe 
des  abscisses  sont  positives  ;  au-dessous  de  cet  axe,  elles  sont  négatives. 

139.  Lignes  tkigonometbiques.  —  Pour  éviter  d'inti*oduire  dans 
le  calcul  des  quantités  complexes  telles  que  les  arcs,  on  les  remplace 
par  des  lignes  particulières,  variant  en  général  avec  les  arcs,  mais  non 
pas  proportionnellement  à  eux  ;  ces  lignes  sont  désignées  sous  le  nom 
de  lignes  trigonométriques  ou  fonctions  circulaires. 

Les  lignes  trigonométriques  sont  au  nombre  de  six,  savoir  :  le  si- 
nus et  le  cosinus,  la  tangente  et  la  cotangente,  la  sécante  et  la  co- 
sécante. 
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Slmis»  — -  Appelons  M  une  position  quelconque  du  point  décri- 
yant  :  le  rapport  de  l'ordonnée  de  ce  point  au  rayon  de  la  circon£é- 
rence  est  le  sinus  de  Tare  dont  M  occupe  Pune  des  extrémités.  Le 
sbhb:  est  positif  on  négaiif^  sekoa  que  Vmtàonuke  est  eUe-méfae  posi- 
tive oniiéeatiTe.  Si  doBc  on  désiene  ua  arc  par  a  et  )e  raiton  de  la 

r 

suLa  =  -. 

r 

Cosinus.  —  Le  cosinus  d'un  arc  est,  comme  son  nom  l'indique, 
le  sinus  de  l'arc  caioplémentaire.  On  dk  encore  que  c'est  le  rapport 
de  TaliSGisse  du  point  M  au  rayon  r,  ce  qm  permet  de  poser 

X 

cosass"— , 
r 

Le  cosinus  est  positif  ou  négatifs  suivant  que  l'abscisse  or  ctf  elle- 
même  positive  ou  négative. 

Tangente.  — Nommons  A  l'origine  des  arcs.  Si  par  ce  point  oo 

mène  une  tangente  indéfinie,  et  qu'on  arrête  cette  tangente  AT  (fig.  81) 

Fig-84.  ,  au   point  même  où  le  prolongement  du 

rayon,  passant  par  le  point  décrivant,  ren- 

s   contre  la  tangente  indéfinie,  le  rapport  de 

X      la  portion  AT  de  la  tangente  indéfinie,  au 

rayon  de  la  circonférence^  est  la  tangente 

trigonométrique  de  Tare  au  de  L'aigle  coc* 

"^respondant.  De  là  l'expressîoa 

AT 
lga=— . 

Suivant  que  AT  est  compté  au-dessus  ou  au-dessous  de  Taxe  des 
abscisses,  la  tangente  est  positive  ou  négaii^. 

Cotangente.  —  La  cotangente  d'un  arc  est  la  tangente  de  Parc 
complémentaire.  On  dit  encore  que  la  cotangente  est  le  rapport  de  la 
portion  de  tangente  BS  au  rayon  r,  ce  qui  permet  d^écrire 


BS 

cotga  =  — • 
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Si  BS  est  compté  à  gauche  de  Taxe  des  ordonnées,  la  cotangente 
est  négathe. 

Séeanfe.  —  Le  rapport  de  la  distance  comprise  entre  le  centre  de 
la  circonférence  et  l'extrémité  de  la  tangente  d'un  arc,  au  rayon  de 
cette  circonférence,  est  la  sécante  de  l'arc  ou  de  Tangle  correspondant. 

OT 

sec  a  =  — s 

r 

La  ligne  OT  peut  être  affectée  du  signe  -|-  ou  du  signe  —  :  elle  est 
affectée  du  signe  -f-  quand  elle  passe  par  le  point  décrivant;  dans  ce 
cas,  la  sécante,  étant  le  rapport  de  deux  quantités  positives,  est  posi~ 
twe,  La  ligne  OT  est  affectée  du  signe  —  lorsqu'elle  ne  passe  pas  par 
le  point  décrîvant,  comme  cela  a  lieu  pour  l'arc  AM';  alors  la  sécante 
est  négative, 

Coséeanle.  —-  La  cosécante  est  la  sécante  de  l'arc  complémen- 
taire. 

OS 

cosec  a  =  — • 

r 

Elle  est  positipe  ou  négative^  suivant  que  OS  passe  ou  ne  passe 
pas  par  le  point  décrivant. 

140.  Relations  DES  lignes  TBiGONOMixEiQUES  entre  elles.  —  Les 
lignes  trigonomélriques  ne  sont  pas  indépendantes  les  unes  des  autres  ; 
il  existe  entre  elles  certaines  relations  qui  fournissent  à  la  trigono- 
métrie ses  formules  fondamentales.  Telles  .sont  les  expressions  suî« 
vantes  : 

[i]        sin*  a  -|- cos'  a  =  i  *, 

[2] 


[4] 


sma 
^         cosa' 

[3] 

cosa 

""^"-sina' 

i 
sec  a  = 

et 

[SJ 

1 
cosec  a  =  -: — . 

cos  a  sin  a 


*  Nous  supposons  qu'on  prenne  le  rayon  pour  unité. 
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PROBLÈME  CCXV. 

Quelle  est  la  vitesse  d'un  point  du  parallèle  terrestre 
sur  le(|uel  Paris  est  situé? 

On  supposera  que  le  rayon  d'un  grand  cercle  égale 
6366  kilomètres. 

SolafioB. 

La  circonférence  entière  du  parallèle  sur  lequel  se  U*ouve  Paris  est 
^»g-  ®2.  parcourue  en  24  heures  ou  86  400  secon* 

-^— ^x  ^5^      des  ;  en  i  seconde,  un  point  de  cette  circon- 
'^    férence  parcourt  donc 

27tr 


86400 


Cherchons  maintenant  la  valeur    de   r, 

c'est-à-dire  du  rayon  du  parallèle  situé  à  48*50' li"  de  latitude 

boréale. 

D'après  la  définition  du  cosinus,  on  a  (fig.  82) 


On  en  déduit 

r 


cos48»50'ir=^. 


=  Rcos  48»»  50' 11"  =  6366 .  cos  48<»  50' U". 


Par  conséquent, 

_27c.6366,cos48^50'ir^ 


86  400 
Type  du  calcul. 

logP=log2  -f  log'jc+  log6366  +  logcos  48*»50'11''+  L86  400. 

log  2  =  0,3010300 

logTC  =  0,4971509 

log  6366  =  3,8038666 

log  cos  48«  50'  11"  =  1,81 83655 

L  86  400  =  5,0634863 

log  f  =  1,4838993. 

P  =  0^^*1,304. 
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PROBLÈME  CCXVI. 

Calculer  la  surface  Jun  trapèze  ABCD  (fig.  83),  dans 
lequel  on  a 

AB  =  324^35         1        A  =  90« 
CDr==208^15         I         B  =  32«25' 

Solution. 

L'aire   du  trapèze   donné  est 

S==L(AB+CD).AD. 

On  sait  que 
/  Kw°  >-.  32"2^  ,   ^      sinB      AD 

On  en  déduit  AD  =  AE  tg  B . 

D'ailleurs  Aï  =  AB  —  CD. 

On  a  donc  pour  expression  de  la  surface  du  trapèze  ABCD  : 

S  =4  (AB  +  CD)(AB  —  CD)  tg  B. 

En  substituant  aux  lettres  leurs  valeurs,  t)n  obtient 

S  ==  i  (532,5X  i  1 6,â)  tg  32<>  25' 
=  (532,5  X  58,4)  tg  32«  25*. 

Tjpo  un.  cttIcQl.  1 

log  s  =  log  5B2,5  4-îog  58,i  +  log  tg  3^^'.] 

log532,5  =  2,7263196 
log  58,1  =1,7641761 
log  tg  32»  25'  =  î,8027««5    ' 

%S=  4^2932882. 
Le  nombre  correspondant  est 

S  =  49646«-ï,66. 
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PROBLEME  CCXVn. 

âachaut  qae  le  crépuscule  cesse,  non  pas  quand  ie 
soleil  passe  au<les90tts  de  Thorizon,  mais  lorsqu'il  <fm 
est  à  1 8%  évaluer  approximativement  la  hauteur  de  l'at- 
mosphère. 

Solution. 

Sait  SA  (fîg.  84}  la  directkin  dn  rayon  solaire  qui,  taograt  en  P^, 
F*«-  **•  parvient  en  A  à  la  limite  de  l'atmo- 

H'         .'-^"'^^    ^Nl— 1 5     sphère  et  rase  ensuite  Thorizon  du  lieu 

d'observation. 

D'après  l'énoncé,  le  soleil  est,  à  ce 
moment,  à  18  degrés  au-dessous  de 
l'horizon,  c'est-à-dire  que  Ton  a 

SAH=i8\ 

'"*  Maïs  les  angles  SAH  et  POP'  sont  égaux 
comme  ayant  leurs  côtés  perpendiculaires ,  "donc 

POB  =  ^\ 

Cela  posé,  cherchons  à  évaluer  la  hauteur  AB  de  Talmosphère. 

AB  =  AO  — r. 


Or 


—  =  sec  9''  ; 

r 


donc 


Comme 


AB  =  rséc9* — r 
=r(séc9^— 1) 
=  0,01 2  r. 
r=^BB66kiI.  environ, 
AB  =  0,012/'= 76  kil.  environ. 


Remarque.  —  La  hauteur  ainsi  obtenue  est  beaucoup  trop  grande. 
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Solatlon* 

i®  Un  kilomètre  de  ce  remblai  forme  un  prisme  ayant  pour  base  le 
trapèze  ABGD  et,  pour  bauteur,  1  kilomètre. 

Le  yolume  de  ce  prisme  est  donné  par  la  formule 

v=sxiooo, 

S  indiquant  la  surface  du  trapèze  ABGD. 

Calcul  de  S,  —  L'aire  du  trapèze  ABGD  est 

S=|(AB+GD).^. 

Dans  cette  expression,  on  sait  que 

GD  =  8">  et  A  =  6™. 

Quant  à  la  base  AB ,  on  obtient  sa  râleur  en  remarquant  que 

AB  =  GD  +  2KB; 

et  comme  on  a,  d'après  Pénoncé, 

DK      3 
*e*=KB  =  4' 

et  parlant,       AB=CD  +  2KB  =  8  +  2X8  =  Î4«, 
Par  conséquent,        S  =  i  (24  +  8) .  6  =  96-^. 

Nombre  de  mètres  cubes  nécessaires  pour  former  le  remblai, — Dans 

la  formule 

VssiOO^S, 

si  Ton  remplace  S  par  sa  valeur,  il  vient 

V  =  9600()-*. 
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â®  Surface  des  talus,  —  Chaque  talus  est  un  rectangle  ayant  BD 

pour  base,  et  pour,  hauteur,  i  kilomètre.  En  désignant  celte  surface 

par  Sj  on  a 

j=1000BD. 


Or  BD  =  v/6*-f8«=10. 

Par  conséquent,  j  =  !  0  000"  -i. 

Il  faut  donc,  pour  les  deux  talus, 

20  000" •'  de  gazon. 

PROBLÈME  CCXX. 

Etant  donnée  l'équation  2  sin  j:  -|-  3  cosx  =  3 ,  trou- 
ver les  valeurs  de  x  moindres  que  90°. 

Salatlon. 

De  l'équation  proposée  on  tire 

3  cos  iT  =  3  ^  2  sin  a:. 

Élevons  les  deux  membres  au  carré  : 

9  cos*  a:=9  -}-  ^  sin'or  — 12  sin  x. 

Or  cos'jp  =  1  —  sin*  47  ; 

donc  9  (1  —  sin* x)  =  9  -|-  4  sin*  x  —  12  sin  ar. 

En  effectuant  les  réductions,  on  d>tient 

13sm*ar— 12sinx  =  0, 
sin  or  (13  sin  X  — 12)  =  0. 

Donc  X  =  0 , 

ou.  bien  13  sin  x  =  12 

12 

et  sin  x  =  — =0,92308. 

lu 


324  PREMIÈRE  PARTIE. 

On  a,  par  conscc|uent, 

log  sin  X  =  log  0,92308 = T,96S2393 , 

d'où  X  r=  67<>  22'  50". 

EXERCICES. 

180.  Sachant  que  le  sinus  d*un  arc  compris  entre 
90*  et  1 80' est  égal  à  0™,84357,  calculer  le  cosinus,  la 
tangente,  la  cotangente ,  la  sécante  et  la  cosécante  tle 
cet  arc  à  0,00i  près.  —  Rép.  cos  a  =  —  0,53701; 
tga  =  — 1,570;  cotga  =  —  0,636;  séca  =  —  1,862; 
coséca==1,185. 

« 

181.  Le  rayon  d'un  cercle  égale  2548^,365;  la  lon- 
gueur d'une  corde  AB=  3609",019.  Calculer  Tangle 
formé  par  les  deux  tangentes  menées  aux  extrémités  de 
Tare  que  sous-tend  la  corde  donnée.  —  Rép.  89*49' 50^'. 

182.  Calculer  les  angles  d'un  losange,  sachant  que  le 
périmètre  égale  842"", 693,  et  que  la  longueur  de  Tune 
des  diagonales  est  92'",357.  —  Rép.  a=:25*  environ; 
(i  est  le  supplément  de  l'angle  a. 

183.  Au  centre  d'un  cercle,  on  fait  un  angle  de30',  et 
l'on  joint  les  extrémités  des  côtés  de  cet  angle.  Sachant 
que  la  surface  du  triangle  ainsi  formé  surpasse  de  2  mè- 
tres carrés  celle  du  segment,  évaluer  le  rayon  du  cercle. 
~  Rép.  2%898. 

184.  Par  le  sommet  d'un  triangle  équilatéral  dont  le 
côté  est  de  235"",  46,  on  mène  un  axe  situé  dans  le  plan  du 
triangle,  et  incliné  de45'  sur  le  côté.  On  demande  le  vo- 
lume engendré  par  la  révolution  du  triangle  tournant 
autour  de  l'axe.  — Rép.  19806800  mètres  cubes. 
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§  2.  LES  QUATRE  OPÉRATIONS. 

Notions  préliminaires, 

141.  Addition  rt  soustraction.  —  Lorsqu'on  connaît  les  sinus  et 
cosinus  de  deux  arcs  a  et  ^,  les  sinus  et  cosinus  de  la  somme  et  de 
la  différence  de  ces  arcs  sont  donnés  par  les  formules  : 

[i]  sin  (a ±  P)  =  sin  a  cos  p  dz  sin  ^  cos  a , 

.    [2]  cos  (a  dz  p)  =  cos  a  cos  p  zp  sin  a  sin  p. 

Si  les  quantités  connues  sont  les  tangentes  des  deux  arcs,  on  tk 
,  pour  expression  de  la  tangente  de  la  somme  ou  de  la  différence  de 

ces  arcs  : 

tga±:tg|3 


[3]  tg(«ipp) 


iqzlgatgp 


Enfin,  la  cotangente  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  arcs 
est  donnée  par  la  formule 

^  ■'  b\         fJ         cotg  p  ±  cotg  a 

148.  Multiplication.  —  Les  expressions  le  plus  fréquemment 
employées  pour  la  multiplication  des  arcs  sont  : 

[5]  .  sin  2a=:  âsin  a  cos  a,  ' 

[6]  cos  2oi  =  cos*  a  —  sin'  a, 


m 


b  1  — tg2a' 


rni  ^         coti;'  a  —  i 

[8]  cotg  2a  =  -^-- . 

*■  ••  ^  2cotg  a 

145.  Division,  —  Les  yaleurs  de  sin  ^«  et  cos  ^  a,  en  fonction  de 
cos  «9  sont  : 


[9]     .  sin 


[10]  cosJa=c±:Y/_i:^ . 
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Ces  deux  dernières  expressions  s'écrivent  souvent  sous  la  forme 

S  sin'  I  a  =  1  —  cos  a 

et  2  cos*  i  a  =  1  4-  cos  a. 

PROBLÈME  GGXXI. 

Les  élèves  de  l'école  de  marine  ont  procédé,  en  rade 
^*8-  ®^-  de  Brest,  à  bord  du  Borda^  au 

^  ^  calcul  durayon  de  la  terre.  Leur 

station  était  placée  à  75  mè- 
tres au-dessus  du  niveau  de  la 
mer,  et,  à  celte  hauteur,  la  va- 
leur de  Tangle  a  (fig.  87) ,  c'est- 
à-dire  de  la  dépression  appa- 
rente de  rhorizon,  était  égale 

à  15' 30". 

On   demande  la  longueur  donnée  par  le  calcul  au 
rayon  terrestre. 

Solution. 

» 

Si  l'on  regarde  l'angle  AGB  comme  inscrit  dans  une  circonférence 
ayant  pour  rayon  la  quantité  R-j*  A,  on  aura  évidemment 


d'où     [i] 

Mais 

donc 


cos  a  = 


R  = 


R 


R+A' 

A  cos  a 
1  —  cos  a' 


\  —  cos  a  =  2sin'  J  a  ; 
h  cos  a 


R= 


.1  1 


2  sin^  ^  a 

En  substituant  aux  lettres  leurs  valeurs,  on  a 

75  cos  \  5'  30" 


R  = 


2  sin*  r  45"  * 
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Type  du  calcul, 
log  R  =  log  75  +log  cos  15'  30"  +  L2  +  2L  sin  7' 45*. 

log  75  =  1,8750613 

log  cos  15'  30''  =  1^,9999956 

L2=  1,6989700 

2  L  sin  T  45"  =  5,2939954 

log  R  =  6,8680223. 

Par  conséquent,  R  =  7379420. 

Remarque.  —  La  valeur  ainsi  obtenue  est  trop  forte.  Le  rayon 
de  la  terre  n'a  que  6366  kilomètres  environ. 

PROBLÈME  CCXXn. 

Calculer  en  myriamètres  carrés  la  surface  de  l'une  des 
deux  zones  glaciales^  sachant  que  le  petit  cercle  qui  lui 
sert  de  base  est  à  23^  30'  du  pôle.  On  supposera  que  la 
surface  de  la  terre  est  exactement  sphérique  et  que  la  cir- 
conférence de  la  terre  égale  4000  myriamètres. 

Solatlaa. 

La  surface  d'une  calotte  sphérique  a  pour  mesure  la  circonférence 
Fis*  S6.  d'un  grand  cercle  multipliée  par  la  hauteur 

P  <^^f?^  de  la  calotte  sphérique.  Si  donc  nous  désignons 

par  S  la  surface  demandée,  par  R  le  rayon 
de  la  terre  et  par  h  la  hauteur  de  la  wne 
glaciale,  nous  aurons  : 

[1]  S=27cRA. 

Dans  cette  formule, 

27:R=4000"y',  R  =  ^, 


2it 


•t 


A=:R  —  Rços  23*30' 
=  R(l_cos23<>30') 
a=2RsinMlH5'. 
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L'expression  [1]  devient  donc 

S  =  4000  .  ^ .  2  sinM  1H5' 


[2] 


4000*.sînMlH5' 


TC 


Type  do  calcul. 

log  S  =  2  log  4000  +  2  log  sin  i  !•  45'  +  L  ic- 
2  log  4000  =  7,2041200 
2  log  sin  11^45' =  2,6177336 
Lie  =  1,5028491 

log  S  =  5,3247027. 
Le  nombre  correspondant  est 

S  =  211 204  myrîamètres  carrés. 

PROBLÈME  GCXXUL 

Deu\  pentagones  réguliers  sont  l'un  inscrit,  l'autre 
circonscrit  à  une  même  circonfërence. 

On  demande  le  rayon  de  cette  circonfërence  :  V  dan» 
le  cas  oit  la  différence  entre  les  périmètres  des  deux  pen- 
tagones est  de  1  décimètre  ;  2"*  dans  le  cas  où  l'aire  com* 
prise  entre  ces  deux  périmètres  est  de  1  décimètre  carré. 

Solnfion. 

1»  Quel  est  le  rayon  de  la  circonférence,  lorsque  la  différence  en- 
tre les  périmètres  des  deux  pentagones  est  de  1  décimètre  ? 

Si  nous  connaissions  la  différence  qui  existe  entre  TT'  et  MM' 
(fig.  89),  en  multipliant  cette  différence  par  5,  nous  o&tiendrions  la 
différence  totale  des  périmètres  des  pentagones  inscrit  et  circonscrit. 

Cherchons  donc  les  yaleurs  de  ces  deux  lignes. 
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Calcul  de  MM'  et  de  TT.  —  La  corde  MM'  étant  le  côté  d'un  pen- 
tagone régulier  inscrit,  sous-tend  un  arc  de 

360* 


Fig.  89. 


=  7Î«; 


donc  arcMA  =  36*. 

A         Cela  posé , 


MM' 
R 


=  2  sin  36S 


MM'  =  2Rsin36^ 

TT' 
^=2tg36«, 

TT'==2Rlg36^. 

Il  en  résulte  que 

TT' — MM'  =  2  R  (tg  36^ — sin  36«). 

Équation  du  problème.  —  La  différence  totale  qui  existe  entre  les 
deux  périmètres  est  donc 

I0R(tg36«  — sin36«); 

et  comme  d'ailleurs  elle  égale  i  décimètre,  on  a  pour  équation  du 

problème  : 

10R(rg36«  — sin36^)=i, 

d*où  R  = 

ce  qui  peut  s'écrire 

R= 


10(tg36»— sin36»j' 
1 


■"  1 0  (tg  36*  —  tg  36»  X  cos  se'»)  ' 
ou,  en  mettant  tg  36*  en  facteur  commun, 

1 


R=: 


10tg36*(l  — C0S36V 
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Mais  I— cos  36^  =  2  sinMS^j 

1  1 


donc        R  = 


10  tg  36<^  X  2  sinMS»  ^  20  tg  36*  X  sin*  18«* 

Type  du  calcul, 
log  R  =  log  1 +L20+Ltg  36<>+2Lsm  18*. 

log  1  =  0,0000000 

L  20  =  2,6989700 

L  tg  36«  =  0,1 387390 

2  Lsml8«=  1,0200352 

log  R  =  1,8577442. 
Par  conséquent,  R  =  0**«,720682. 

2<*  Quel  serait  le  rayon  de  la  circonférence,  si  l'aire  comprise  entre 
les  deux  périmètres  égalait  1  décimètre  carré? 

Si  nous  connaissions  la  différence  qui  existe  entre  le  triangle 
TOT'  et  le  triangle  MOM',  en  multipliant  cette  différence  par  5|  doqs 
obtiendrions  la  différence  totale,  ou  1  décimètre  carré. 

Cherchons  donc  la  surface  de  chacun  de  ces  triangles. 

Aires  des  triangles  TOT'  et  MOM'.  —  On  a  évidemment 

TOrrrrTAXR. 
TA 

Mais  ^  =  tg36<>    et    TA=Rtg36«; 

donc  TOT'  =  R  tg  36<>  X  R  =  R*  tg  36*. 

Pareillement ,  MOM'  =  MP  X  /•* 

MP 
Or  -^  =  sin36«    et    MP  =  Rsin36«. 

R 

D'autre  part,      - = cos  36*,    d*où    r  =:  R  cos  36*. 

Donc      MOM'=Rsin  36*XRcos  36*=:R*sin  36*cos36\ 
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Équation  du  problème,  —  La  différence  qui  existe  entre  les  deux 
triangles  TOI'  et  MOM'  est 

TOT' — MOM'  =  R*  (tg  36<>  —  sin  36»  cos  Z&). 

L'aire  comprise  entre  les  deux  périmètres  est  donc 

5R»(tg  36«  — sin  36<^cos  36<»); 

et  comme  cette  différence  égale,  par  hypothèse,  1  décimètre  carré, 
on  a  pour  équation  du  problème  : 

5R*(tg  36*'  — sin  36<>  cos  36^)  =  1, 

I 


d'où  R«  = 


20\  9 


5  (tg  36<^  —  sin  36<>  cos  36^) 


et  enfin,  R  =  ^/^(tg  360^sin  360cos36o)- 

Multiplions  et   divisons,   au   dénominateur,    sin  36^  cos  36^  par 
cos  36®,  nous  obtiendrons  : 


^-y   -      „..      sin  360 


^('«^«•-c-^36»X*^*^«*> 


=\/ 


5(tg  36«  — tg  360  X  cos*  3^0^ 


=v^ 


5  tg  36<>  (4  —  cos*  36*)' 
Or  1  —  cos«  36»  =  sin'  36». 


Par  conséqueBt,        R=y/^_^^i_j-j^.. 
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Type  da  calcul. 

log  R  =  K'og  *  +L  S  +  Ltg  36» +2  L  sin  36^. 

log  1  =  0,0000000 

I5  =  T,3010300 

LtgSG'^zr:  0,1387390 

2  L  sin  36^  =  0,4615626 


Somme  =  i, 9043316. 

logR  =  ^[T,90i33l6] 

=  ^[2+1,9013316] 
=  1,9506658. 

Le  nombre  correspondant  est 

R=0^*«,892619. 

EXERCICES. 

1 85.  Vérifier  la  relation 

sin  (a  -}-  P)  sin  (a  —  P)  =  sin*  a  —  sin'  p. 

1 86.  Exprimer  cos  3  a  en  fonction  de  cos  a,  et  sin  3 a  en 
fonction  de  sin  a.  —  Rép.  i*  cos3a=4cos'a — 3 cos  a; 
2*  sin  3a=  3  sin  a — 4sin'a. 

1 87.  Etant  donnésin  a ,  calculer  sin  ^  a  etcos^  a. — Rép. 

V  sin  ja  =  ±|[  y^l  -j-sinaqp  ^1  — sin  a]; 

2*  cos|a=dfc{[  \/l  -\- sin  OL ziz  \H  —  sinlc ]. 

1 88.  Déterminer  directement  les  sinus  et  les  cosinus  des 
arcs  multiples  de  9^  renfermés  dans  le  premier  quadrant. 

189.  Etant  donné  un  arc  de  83^20' dans  un  arc  de 
10  mètres  de  rayon,  trouver  la  surface  du  triangle  formé 
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par  la  corde  qui  sous-tend  cet  arc  et  par  les  deux  cordes 
qui  joignent  les  extrémités  de  la  première  corde  au  mi- 
lieu de  l'arc.  —  Rép.  i6~%8^ 

190.  Calculer  le  rapport  de  la  surface  d'un  triangle 
isocèle  à  la  surface  du  cercle  circonscrit,  sachant  que 
Tangle  du  sommet  de  ce  triangle  égale  54*  28'  i  T^.  — 
Rép.  0,4. 

8^3.  ARTIFICES  DE  CALCUL. 

Notions  pvéliaibiaires. 

144.  Formules.  —  Pour  qu'on  puisse  effectuer  un  calcul  au  moyen 
des  btales  de  logarithmes,  il  faut  que  les  formules  auxquelles  on  ar* 
rive  ne  contiennent  ni  la  somme  ni  la  différence  de  deux  quantités. 

Les  expressions  suivantes,  dont  les  astronomes  font  un  fréquent 
usage,  permettent  de  transformer  une  sçmme  ou  une  différence  en 
un  produit  : 

[i]  smp-{-siQ  q  =^2sm^{p'\-q)cos^{p  —  q); 

[2]  sîn/?  —  sin  ^  =  2cos|(/>-f-y)sin  J(/^""S')5 

[3]  cosp-f*  cos  q  =  2cos  }^{p  -f-  q)cos  J  (/?  —  q); 

[4]  cos ^  —  sin  /?  =  2cos |(/? -f" ^î ^^ iiP — y)- 

De  ces  formules  on  déduit  facilement  : 


[S] 


sin  p  +  iinq _tg  il  {p  +  q). 


ànp  +  sinq  ■ 

•■  ■'  cos/j+cosy      •bîv/'-rï;» 


11] 


sin  »  -)-  sin  ^  .    <  /  \ 

— ^    \,  ,    =  colg  iip  —  q); 

COSq  —  COSp  o  j  M 


r«T  sin  »  —  sm  cr       ^    .  ,  . 
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sin»  —  sin  a  w      •     x 

cos  /?  +  cos  y  __  cotg  j  (/?  +  y) 
*■     ^  cosy  —  cos/>        IgiC/'  —  y) 

■•■imm|«e.  —  Dans  on  grand  nombre  de  cas,  on  a  recours,  pour 
rendre  une  expression  calculable  par  logarithmes,  à  Tusage  des  an- 
gles auxiliaires.  C'est  ce  que  nous  allons  montrer  par  des  exemples. 


PROBLEME  CCXXIY. 

Rendre  calculables  par  logarithmes  les  binômes  A-|-B 
et  A  — B. 

SolaUoM. 


i«  Oo  peut  écrire 


a+b=aA+?V 


Posons  ~  =  ig"  ç , 

il  viendra  A  -[-  B  =  A(l  +  tg"  ç) 

=  A  séc*  f 

-A-L. 

cos'ç 

â**  Supposons  d'abord  A^B,  nous  aurons 


a-b=a(,-5). 


La  quantité  -7  étant  <^  i  ,  posons 
A 

B 


N 


A 


-r  =  COS'  Y I 


il  viendra  A  —  B  =  A(i  —  cos*  9 

=  A  sin*  (^ 
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Seauupqae.  ^  Si  l'on  a      B  >>  A , 

En  posant  encore  ^  =  cos'  9 , 

B 

on  arrive  à  l'expression 

A^B  =  — B(l— cos«(p)  • 

=  — Bsin*f. 

PROBLÈME  GGXXY. 

Rendre  calculables  par  logarithmes  les  expressions 
[1]  msinaih/icosa 

et  [2]  m  ±  sin  a. 

■ 

tolattott. 

i«  Dans  l'expression  [1] ,  mettons  m  en  facteur  commun  : 

msina=ii/ico$a=/K(sina±— cos  a). 
Soit  --=tg<p. 

/7isina±/icosa  =  m(sinad::tgi|pcos  a) 


(_,  sm  «p  cos  a\ 
sm  azt ) 
COSf       / 

/»(sin  a  COS  cpdb  sin  9  cos  a] 

COS  9 

m  sin  (g  di  y) 

COS  9 
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â^  Pour  la  seconde  expression,  on  aura  successivement 

mzï:nsina=. .  cos  a  db  /z  sm  oi 

cos  a 

=  /î( .cosadbsina) 

\n  cos  a  / 

=  72  (tg  ©  cos  a  d:  sin  a) 

/sin  »  cos  a  j_  .      \ 

z=n  ( : ±sin  a  ) 

\     cos  ç  / 

.    n  (sin  tp  cos  a + sin  a  cos  «p) 
cos  ^ 

«  sin  ((p  ±  a) 

cos  (p        ' 

formule  calculable  par  logarithmes. 

PROBLÈME  CCXXVI. 
Rendre  calculable  par  logarithmes  la  formule 

c  =  Va'  -|-  ^'  —  2^6cos  c. 

Solatlon. 

On  sait  que  1  -?—  cos  c  =  2  sin*  ^  t* 

cos  c  =  1  —  SIsin* ^c. 


D'après  cela,       c  =  y/o*  +  ^*  —  ^ab{i  —  2  sin*  ^  c) 


=  y/(a  —  ^)*-[-  «à  ab  sin'  5  c 

*  A        ,,.n    ,  4âr^sin»4c| 


Posons 


il  viendra 
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=  (a  —  6)  séc  f 

1 


=  («-*). 


COSf 


PROBLEME  CGXXYII. 

On  donne  deux  angles 

P  =  28M9'37^4 

et  Q  =  i6^4r3",6. 

On  demande  de  calculer  un  troisième  angle  x ,  compris 
entre  0^  et  90^,  et  qui  satisfasse  à  la  condition 

sin  X  =  sin  P  -[-  sin  Q. 


Solution 


On  sait  que 


sinP+sinQ=2sîni(P+Q)cosî(P— Q). 

On  en  conclut  que 

sinjr=2sin|(45«6'41")cosi(H*32'33^8) 
=  2  sin  22*  33'  20",5  cos  5«  46'  i  6",9 . 

Type  du  calcul. 
Iogsina:  =  lo-2  +  logsin22°  33'  20",5  +  logcos  S'»  46'  16",9 

log  2  =  0,3010300 

log  sin  22*  33'20",5  =  1,5838554 

logcos  5<>46'  16",9  =  ï",997793  J 


Par  conséquent, 

PR,   DE  MATH. 


log  sin  a:  =  1,882678: 
«  =  49*45' 13". 


22 
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EXERCICES. 

191 .  Calculer  la  plus  petite  valeur  de  x  pour  laquelle 
on  ait  la  relation  sin2x==|sîna:.  —  Rép.  41'24'34",6. 

192.  Les  valeurs  de  deux  angles  P  et  Q  sont  : 

P=23'5ri9" 
et  Q=2n6'46". 

Calculer  un  troisième  angle  x  tel  qu'on  ait 

sin  a:=siu  P-j-sinQ. 
—  Rép.  x= 50^21 '4''. 

193.  Vérifier  la  relation 

,    .     ^        sin  (a  ±:  6) 

tg  a±  tg  P  =  — i^ ^. 

^  ^  *^        cos  a  cos  p 

194.  Chercher  l'expression  trigonoraélrîque  des  raci- 
nes de  réquatiou  aj[^'\'bx-\'C=0. 


CHAPITRE  IL 

RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES  RECTILIGNES. 

Notions  préliminaires. 

148.  Principes.  —  1 .  Dans  tout  triangle  rectiligne,  les  sinus  des 
angles  sont  entre  eux  comme  les  côtés  opposés  : 


[«] 


sin  A      sin  B      sin  C* 


2.  Dans  tout  triangle  rectiligne,  le  carré  d'un  côté  est  égal  à  la  somme 
des  carrés  des  deux  autres,  moins  le  double  rectttigle  de  ces  deux 
côtés,  multiplié  par  le  cosinus  de  Tangie  opposé  au  premier  : 

[p]  o«  =  ^4-c*— î^cosA; 

[y]  ^•  =  a*  -|-  c*  —  ââccosB  ; 

[S]  c'=a«+A«-^2a^cosC. 

146.  RESOLUTION  DES  TEUNGLBS  AECTuaoNES, — i^  Cas.  Étant 
donnés  un  côté  a  et  deux  angles  B  et  G  d'un  triangle,  trouver  les  au- 
tres pandet  ainsi  que  la  surface  du  triangle  : 

Ll]  A=180«— (B-fC); 

If  sin  B 


m  *=- 


[3] 


[4]  S  = 


sin(B-f  C) 

asinC 

sin(B-f-G) 

a*  sin  B  sin  G 


2siii(B  +  G)* 
2*  Cas,  Dans  un  tnangle,  cm  donne  deux  côtés  a  et  ^  ainsi  que 
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l'angle  compris  C,  trouver  te  troisième  côté,  les  deux  autres  angles 

et  la  surface  de  ce  triangle  : 

1(A+B)  =  i(180«  — C)  =  90»-^C; 

[b]et[6]       {  a  —  b     ,,,    ,  _,. 

\g|(A-B)=^q:^tg|(A  +  B), 

^      a  sîn  C  . 

\'  Cas.  Trouver  les  angles  et  la  surface  d'un  triangle  dont  on  con- 
naît les  trois  côtés  : 

[9] 


/{p  —  a)(p  —  f) 


[10]  'ëh^  =  \/"  p(p-b] 


[H] 


(p-a){p  —  b)_ 


tgic=y    pip^c) 


k'  Cas.  Étant  donnés  deux  côtés  «  et  6  avec  l'angle  A  op^sé  à 
l'un  d'eux,  trouver  le  troisième  côié  c,  les  deux  autres  angles  B  et  t 
et  la  surface  du  triangle  : 


[131  sinB=— r-; 


6sîn  A 
a 


|-443  C  =  180»-(A+B); 

asinC 

rjg-j  s  =  Raisin  c. 

tt«»»r4M.  —  I^  problème  peut  admettre  deux  solution». 
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PROBLÈME  CCXXVIII. 

Dans  un  triangle  ABC  on  donne  : 
.z=1325'»,47,     Bri=47»28'38"    et    C=42»2r52". 
Calculer  k^b^c^  ainsi  que  S  surface  du  triangle. 

fi«l«tlOtt. 

1®  Calcul  de  A,  —  On  sait  que 

[1]  A=i80«  — (B  +  C) 

=  180«— 89*56' 30" 

=  90*3' 30". 
â®  Calcul  Je  b.  —  La  formule 
[2]  ^==^««»» 


sin  (B  -|-  C) 

donne,  en  remplaçant  les  lettres  par  leurs  valeurs, 

1325,^7sin47«28'38" 


^  = 


sin  89*  56' 30" 


Type  du  calciiL 
log  ^  =s  log  1 325,47  +  log  sin  47«  28' 38" + L  sin  89«  56' 30^ 

log  1325,47  =  3,1223699 
logsin47«28'38"  =  î,8674726 
L  sin  89*  56'  30'  =  0,0000002 

log^  11=2,9898427. 

^=976»,883. 

3®  Calcul  iie  c.  —  Pareillement,  la  formule 

TQT  a  sin  C 

■■^^  '  =  sin(B  +  C) 
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i  325,47  sin42«  27' 5r 


donne 


sm89<>56'30" 


Type  du  calcul. 
logrs=î!ogia23,47-flog8Îii  42*^27' 52"+ Lsin  89*56' 30*. 

Iûgl325,47r=  3,1223699 

log  sin  42<>  27'  52"  =  ï,8293890 
Lsin  89«  56'  30"  =r  0,0000002 

loges  2,9517591. 

c=r894«,868. 

« 
4"*  Calcul  de  S.  —  On  sait  que 

-,.  - g*sinBttnC 

••  ■'  2sin(B+C)* 

Tjp«  du  calcul. 

logS=::21ogtf-f  logsinB-f  logsinC  +  L2  +  Lsin(B  +  C). 

2  log  1325,47  =  6,2447398 
log  sin  47«a«'38''=:  r,8674726 
log  sin  4*«7' 52' c=  î,8293890 

L  2  =  1,6989700 
L  sin  89»  56'  30"  =  0,0000002 

log  8  =  5,6405716 
S  =2=  437090-«, 

PROBLiaiE  GCXXIX. 

Dans  ]e  triangle  ABC  (fig.  90;  on  donne  : 

é=1109-,75;  *c  =  U89",62;    A=47»9'50*. 

On  demande  de  calculer  B,  C  et  « ,  ainsi  que  la  surface  S 
du  triangle. 
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Solvtiott. 


1®  Calcul  des  angles  B  et  C  —  Remarquons  d^abord  que  c  étant 
plus  grand  que  b^  G  sera  plus  grand  que  B. 

Les  formules  auxquelles  nous  aurons  recours  sont  : 


^  (C  -f-B)  =  90^—  ^  =  66*»  25'  5"  ; 


[5]  et  [6] 


tgèCC-B)=^Jtg4(B  +  C). 


Cette  dernière  formule  donne,  en  substituant  aux  lettres  leurs  va- 
leurs, 


Type  da  calcul. 
lQgtg4(C— B)  =  log  379,87  +  logtg  66*25' 5"  +  L2S99,37. 


A         c  =  148».' 


D*autre  part, 


Donc 

et 


log  379,87 
logtg66«25'5'' 

L  2599,37 


2,5796350 
0,3600018 

4,5851319 


B 


è(C+B)  = 


logtgi(C— B)==î,5247687. 
t  (G --B)  =  18*30' 35^56. 

66*25' 5". 


G  =  84*55'40",56 
B  =  47*54'29",44. 


2»  Calcul  detL.  —  Le  côté  a  se  calcule  à  l'aide  de  la  formule 


fi 


a 


^sinA 
sinB 
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Type  du  calcul. 

log  û  =  H  09,75  +  log  sin  kV  9'  50''  +  L  sin  47* 54' 29",44. 

logH09,75  =  3,0452253 

log  sin  47®  9'  50"  ==  T,8652826 

L  sin  kV  54'  29",44  =  0,4  295543 


loga  =  3,0400622. 
,    fl  =  1096-,6. 
3°  Calcul  lie  S.  —  La  surface  S  esl 
[8]  S  =  A^sinA. 

Type  dD  calcul. 
logS  =  logH09,75-f  Iogi489,62  +  Iogsin47«9'50"  +  L2. 

Iogl409,75  =  3,0452253 

log  1489,62  =  3,1730755 

log  sin  47<»  9' 50"'  =  4,8655826 

L2  =  r,6989700 


log  8  =  5,7825534. 


S  =  606  442«%83. 


PROBLEME  GGXXX. 


Les  trois  côtes  d'un  triangle  sont  : 

a=33V5-;     *=A2",89;     c=:43-,17. 

Quels  sont  les  angles  et  quelle  est  la  surface  de  ce  trian 
gle? 
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Solutlott. 

I®  Calcul  des  angles.  —  Pïous  ferons  usage  des  formules  suirantes  : 

Flg.  01. 


te .  C  -  4 /î^ElSEl). 


Cherchons  d'abord  /?,  (p-^a)^  (p  —  à),{p  —  c)^  et  pré[>arons  les 
logarithmes  de  ces  nombres  : 

a  +  ^_|-c=.2/>=il9'»,5J. 

;?=59,755  log/?=«  ,7763743 

/7—fl= 26,305      log(^— a)  =  1,4200383 

/;— 6=i6,865       !og(;?—^)= 1,2269863 

/7— c=rl6,585      log(/?— 0=1,2197155. 

Cela  posé,  reprenons  la  formule 


'^^^^V'-"^^- 


Type  du  calcul. 

H^SiA.  =  i[\aQ{p^b)+\og{p—c)  +  Zp  +  l{p^a).] 

log(;>—^)  =  1,2269863 

ïog(/'-::<^)  =  i.2l97155 

L/?  =  2,2236257 

L(/?—û)  =  2,5799617 

logrgiA  =  j(7,250289i) 
=  1,6251446. 
iA  =  22*52' 18",5;  • 

A  =  45*44' 37". 
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Pareillement,  on  a 


*siB-V     P(P-h)    • 


Type  du  calcul. 
logtg|B  =  ^[log(/>-a)  +  log(/7— c)  +  Lp  +  L(/?— fc)]. 

log  (/>—«)  =  1,4200383 

log(p  —  c)  =  1,2197155 

L/7  =  2,2236257 

L(/?  —  ^)  =  2,77301 37 

logtgl  8  =  ^(1,6363932) 
=1,8181966. 

J  B  =  33«  20'  35",3  ; 

B  =  66<>41'10",6. 

Enfin  le  troisième  angle  C  est  donné  par  la  formule 


-à) 


Type  du  calcul. 

log(;?  —  û)  =  1,4200383 

log(j3  —  ^)  =  1,2269863 

L/?  =  2,2236257 

L(;?—c)  =  2,7802845 

logtgiC=|(î,6509348) 
=  7,8254674. 

^  iC  =  33H7'6^2; 

C  =  67«34'12",4. 


Vérification. 
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La  somme  des  trois  angles  A,  B  et  G  doit  égaler 

B=  eeHi'io'je 

C==   67^34' 12^,4 


A4.B  +  C=18Û*   0'   0". 


Calcul  de  S.  —  La  surface  du  triangle  est 


Type  da  calcul. 
logS  =  i[log;?  +  log(/7--^+log(^  — ^)+log(;>  — c)]. 

log;?  =  1,7763743 
log(/?— a)  =  i, 4200383 
log(^—è)  =  1,2269863 
log(y^  —  c)=  1,2197155 

log  S  =  ^(5,6431144) 
=  2,8215572. 
S  =  663«-ï,07. 


PROBLÈME  CCXXXI. 


Fig.  02. 


Connaissant  la  base  et  le 
côté  d'un  triangle  isocèle^ 
calculer  la  base  et  le  côté 
d'un  autre  triangle  isocèle 
ayant  même  aire  et  même 
périmètre  que  le  triangle 
donné. 


Sol«tloii« 


Appelons  2i  la  base  et  a  le  côté  du  triangle  donné  (fig.  92) ,  et 
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désignons  par  2jr  et  x  la  base  et  le  côté  du  triangle  isocèle  isopérîmè- 
tre  et  équivalent. 

On  sait  que  Taire  d'un  triangle^  en  fonction  des  côtés,  est  donnée 
par  la  formule 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  cette  formule  deyîent 


Poiur  le  triangle  cherché,  on  aurait  pareillement  : 


Comme  ce  dernier  triangle  doit  être  équivalent  au  triangle  pro- 
posé, on  a 

Or  2/>  =  2a  +  2i 

et  p=za'\~by     d'où    p  —  a=zb. 

De  même  ;?  =  x  -|-  /,     d'oii    p  —  x  =/. 

L'équation  [1]  devient  donc 

b\a^b)=y{x—y]. 

De  là  le  système  d'équations  : 

[«]  j^{a:-jr)^b^(a-b), 

On  tire  de  cette  dernière  relation  : 
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ce  qui  donne^  en  remplaçant  x  par  celte  valeur  dans  l'équation  [a]  : 

on,  en  effectuant  les  calculs  et  en  réunissant  toutes  les  quantités  dans 
le  même  membre, 

Divisons  le  premier  membre  de  l'équation  [y]  par  j—  ^,  il  viendra  : 

L'équation  [y]  peut  donc  s'écrire  : 

On  voit  par  là  que  les  racines  de  l'équation  [y]  sont 


j=b     et    ^.^^-^±V^(^-^)'  +  8^(^-^) 


EXERCICES. 

1 95.  L'un  des  côtés  d'un  triangle  a  pour  valeur  35",42  ; 
les  deux  angles  adjacents  sont  48^  52' 13^' et  75M8'25''. 
Calculer  le  troisième  angle^  les  deux  côtés  qui  le  com- 
prennent et  la  surface  du  triangle. — Rép.  A=55%9'22"; 
*  =  32™,2482;  c  =  41^4137;  S=552",4012.      . 

1 96.  La  surface  d'un  triangle  est  de  342865  décimètres 
carrés;  on  sait  que  les  longueurs  de  deux  des  côtés  du 
triangle  sont  respectivement  92"",35  et  103'",57.  Calculer 
l'angle  compris  entre  ces  côtés.  —  Rép.  A  ==  45®  48' 8''. 

197.  Les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  19  074,  25  432 


350  PREMIÈRE  PARTIE. 

et  31  790  mètres.  Quels  sont  les  angles  de  ce  triangle?  — 
Rép.  A=36^5yi5'';  B  =  53*6'45^  C  =  90\ 

i  98.  Les  côtés  d!un  triangle  sont  1 20,  1 35  et  1 1 3  mè- 
tres. Calculer  la  hauteur  qui  correspond  au  c6té  a  pris 
pour  base.  — Rép.  A=106'",96. 

199.  Évaluer  la  surface  d'un  quadrilatère,  en  fonction 
de  ses  diagonales  et  de  Tangle  qu'elles  font  entre  elles. — 
S  =  ^/./'sin6. 

200.  On  donne  un  triangle  équilatéral  dont  la  surface 
est  1 024  mètres  carrés.  Trouver  le  côté  de  ce  triangle. 
—  Rép.  ^=48^629. 

201.  Une  pyramide  triangulaire  dont  la  base  a  pour 
côtés  13, 1 4, 1 5  mètres,  et  dont  la  hauteur  égale  1 6  mè- 
tres, est  coupée,  à  2  mètres  du  sommet,  par  un  plan  pa- 
rallèle à  la  base.  On  demande  le  volume  du  tronc  de  py- 
ramide. —  Rép.  447"'*,125. 


CHAPITRE  m. 


APPLICATIONS  DE  LA  TRIGONOMÉTRIE. 


Notions  préllnlnalres* 

147,  GoNsiDiÊRÀTioNs  GéNÉRALEs.  —  Les  Opérations  trigonométi'i- 
ques  se  ramènent,  pour  la  plupart,  à  la  résolution  d'un  ou  de  plu- 
sieurs triangles. 

Pour  constiniire  ces  triangles  sur  le  terrain,  il  faut  relier  les  points 
donnés  ou  choisis  par  des  lignes  droites.  On  emploie  pour  cela  des 
jalons  que  Ton  plante  de  distance  en  distance,  de  manière  à  ce  qu'ils 
semblent  confondus  en  un  seul,  lorsque  Pobservateur  se  place  der- 
rière le  premier  pour  observer  la  rangée  de  ces  jalons. 

Les  angles  se  mesurent  à  Taide  de  diyers  instruments,  tels  que  le 
graphomètre,  la  boussole,  le  cercle  répétiteur,  etc. 

Quant  au  procédé  au  moyen  duquel  on  rapporte  les  angles  sur  le 
papier,  il  consiste  dans  Pemploi  du  rapporteur^  demi-cercle  en  corne 
transparente,  divisé  en  degrés. 

PROBLÈME  CGXXXII. 

Une  hélice,  enroulée  sur  un  cylindre  dont  le  diaoïè- 

Fig.  93. 


c-^iid 


Ire  égale  1  ",2^,  rampe  sous  un  angle  de  1 5*  8'  9".  On  de- 
mande :  1  ®  quelle  est  la  longueur  de  cette  hélice  ; 
2^  quel  en  est  le  pas. 

Si  nous  développons  le  C3plindre  sur  lequel  Thélice  est  enroulée,  la 
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droite  6C  (fig.  93)  représentera  Thélice  rectifiée*  De  plus,  cette 
droite  BC  fera  un  angle  de  15®  8'  9^  avec  ÂB,  circonférence  rectifiée 
de  la  base  du  cylindre. 

C'est  la  droite  BC  qu'il  s'agit  de  calculer. 

Or  — :=st»cB  = 


Tçd  cos  B 

Tçri 


Donc  û  =-       ^ 

cosB 


Type  du  calcul, 
log  a  =  log  7c  +  log  1 ,25  +  L  cos  i  5*»  8'  9". 

logTC=0,497i509 

log  i,25  =  0,0969100 

ï.  cos  15*  8'  9"  =  0,0453334 

log  tf  =  0,6093943. 

a  =  4",068, 

S""  Quel  est  le  pas  de  Thélice  ? 

Le  pas  b  est  donné  par  la  formule 

Type  da  calcul. 
log  b  =  log  TT  4-  log  1,25  +  log  tg  i  5«  8'  9". 

Iog7r  =  0,497i509 

log  i, 25  =  0,09691 00 

logrg.i5«8'9"=:ï,4321540 


log  6  =0,0262149. 
^=i«,062. 
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Fig.  94. 


.muiAiu 


X 


Trouver  la  hauteur  d'une  tour  dont  le  pied  est  accessi- 
ble. On  sait  que  la  hauteur 
du  graphomètre  est  1",10; 
que  la  base  d'opération  a 
83™, 57,  et  que  le  rayon  vi- 
suel qui  passe  par  le  sommet 
de  la  tour  fait  avec  Thorizon 
-^unanglede39Mr29". 


\h 


\ 


D 


-tA 


SolntloB. 

La  hauteur  de  la  tour  est  évidemment  égale  kh-\-h  (fig.  94). 

h 

.  =  tgB, 

et  è  =  rtgB. 

Type  du  calcul. 
log  h  =  log  83,47  +  log  tg  39*  1 7'  29". 

log  83,57  =  1 ,9220504 
log  tg  39*  1 7'  29"  =  T,91 28805 

log  è  =  1, 8349309.^ 
è  =  68,38. 

H=ô  +  A  =  69",48, 


Par  conséquent, 


PROBLEME  GGXXXIV. 


Trouver  la  distance  d'un 
point  A  à  un  point  inacces- 
sible C  (fig.  95).  On  sait  que 
la  base  d'opération  égale 
il 5", 45,   et    que   les   deux 

angles  adjacents  à  cette  base  sont  l'un  de  49M7'28" 

et  l'autre  de  36^24' 33''. 

PR.  DE  MATH.  23 
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I  Att 


La  distance  cherchée  b  est  donnée  par  la  lormnle 

, csin  B 

""sm(A4-B)' 

Type  da  calcul. 
log  6  3î=  log  1 4  5,45  +  log  sin  36*  24'  33''  +  L  sin  85»  42'  1 

loç  il  5,45  =  2,0623939 

log  sîn  36*  24'  SS*'  =  7,7734556 

Lsm85*42'i''=0,0012244 

log  6=4,8370739. 
6=68'',7iS=69  mètres  environ. 

PROBLÈME  GCXXXV. 

Trouver  la  hauteur  d'une  montagne.  La  base  d'opéra- 

Fig.  96.  tion  que  Ton  choisit  a 

225  mètres;  les  angles 
formés  par  cette  base 
B  elles  rayonsvisuels  pas- 
sant par  lesommet  delà 
montagne  (fig.  96)  sont 
respectivement  égaux  à 
52'2ri8^'  et  4r*9'25'^;  de  plus,  l'un  de  ces  rayons 
visuels,  AC,  fait  avec  la  verticale  de  la  station  A  un  angle 
a  =  43M9'l2". 

SolntloB. 

Si  nous  eoanaissi(As  le  côté  b  du  triangle  ABC,  il  nous  serait  facile 
de  calculer  la  hautem*  cherchée  A.  En  effet, 


""-->-_  a 


T  ==  sin  (90» — a)  =cosa; 


d*où  A  =  6  C09  a. 

Cherchons  donc  la  valeur  de  h. 


[<] 
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Dans  le  iriangle  ABC  on  a 


3&5 


h=T 


rsinB 


sin(A  +  By 
Type  du  calcul. 

log^  =  log225+log:s^nyMii'25"  +  Lsin86«i3'^7^ 

log  225  =  2,3521 825 

logsin4lH9'25"  =  T,8197487 

L  an  86*  \  3'  1 7"  =  0,0009451 

log^  =  2^1 728763. 
ôst=148,893. 

La  valeur  de  b  une  fois,  cakulée,  on  obtiendra  h  au  moyen  de 

l'expression 

//  =  5  sîn  (90°  —  a)  =  ^  cos  a. 

Tjpe  du  calcul. 

log  A  =  log  i  48,893  -|-  log cos  43M  9'  i  2". 

log  148,893  =2,1728763 
log  cos  430 1 9'  1 2^'  =  1 ,861 8529 

log /i  =  2,03472  J2.      ' 
A  =  i08'»^25  =  i08  mètres  environ. 

PROBLÈME  CCXXXVI. 

^*«-  ®'  On  a  mesuré  une  droite  AB 

de  3784  mètres  (%.  97). 

Deux  points  C  et  I)  sont  dans 
le  plan  de  cette  droite,  et  soift 
déterminés  par  les  angles  : 


CAB  =  87°25', 
BC  A  =  46^34', 


DAB=47^32', 
DBA  =  84^35'. 


Calculer,  avec  ces  données,  la  distance  CD. 
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SolntloB. 

\  «  Calcul  de  AG,  —  Dans  le  triangle  ABC,  on  a  : 

,  ^      AB .  sîn  ABC 

Ati  = ; • 

sma 
Dans  cette  formule, 

a  =  1 80«  —  (87<>  25'  +  46°  340  =  46^'  i  '. 

Type  du  calcul. 

log  AC = log  3784  +  log  sin  4  6*  34'  +  L  sin  W 1  '. 

log  3784  =  3,5779311 

logsin  46*34' ="1,861 041 2 

L  sin  46M'  =  0,1 429439 

log  AC= 3,5819362. 
AC=3818»%88, 

2«  Calcul  de  AD.  —  Pareillement, 

.^      o„oi    sin84<>35' 

AD  =  3784. r-r— , 

sm^     ' 

et  p=180»— (47*32' +  84<>  35')  =  47^53'. 

Type  da  calcul. 

log  AD  =  log  3784  +  log  sin  84»  35'+  L  sin  47®  53'. 

log  3784  =  3,5779511 

log  sin  W  35'  =  r,9980563 

L  sin  47*  53' =  0,1 297244 


log  AD=  3,7057318. 
AD=5078",45. 
3"  Cakul  de  l'angle  CAD.  —  Dans  le  triangle  CAD,  nous  connais- 
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sons  déjà  deux  côtés  AC  et  AD  ;  évaluons  l'angle  CAD,  compris  en- 
tre  ces  côtés  : 

CAD  =  Sl^  25'  —  47*  32'  =  39»  53'. 

Il  s'agit  maintenant  de  résoudre  le  triangle  CAD,  dans  lequel  on 
connaît  deux  côtés  et  l'angle  compris. 

4®  Résolution  du  triangle  CAD.  —  Dans  ce  triangle, 

_  5078,45  —  3818,88  .  Ig  i  (  140*7') 
^5078,45  +  381^,88 

s^  > — 1£;  70®  3'  30". 

8897,33  b   ^  «^  «»"  • 

Type  du  calcul. 
logtg|(Y  — S)  =  lugi  259,57  +logtg  70'' 3' 30" +L  8897,33. 

log  1259,57  =  3,4002224 

log  tg  70<>3'  30"-=  0,44031 1 6 

L  8897,33  =  4,0507403 

1(y— a)  =  21M8'54" 
D'autre  part,  ^(y  +  Ô)  =  70<>   3' 30" 


Donc  8=48^4' 36". 

5<*  Calcul  de  CD.  —  Enfin,  dans  le  triangle  CAD , 

sin  39*53' 


CD=AC.-T 


/Q«'/ 


sin  48<»  44'  36' 

sin  39*  53' 
-^^*^'^^-8in48H4'36"- 
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Type  do  calcul. 

lo^  CD  =  log  38 1 8,88  +  log  sin  39<»  S3' -f  L  sin  48H4' 36". 

log  381 8,88  =  3,581 9360 

log  sin  39®  53' =1,80701 14 

Lsin48n4'36"  =  0,1239190 

log  CD  =  3,51 28664. 
Par  conséquent,  CD  =  3257»,36. 

EXERCICES. 

202.  Une  ligne  droite,  dont  la  longueur  égale  12",25, 
fait  avec  un  plan  un  angle  de  43*27' 17".  Quelle  est  la 
longueur  de  la  projection  de  cette  droite  sur  le  plan  ?  — 
Rép.  8",89. 

203.  Une  courroie  est  enroulée  sur  deux  tambours  dis- 
tants de  4  mètres  d'axe  en  axe.  Le  rayon  du  premier 
tambour  est  0'",5  ;  le  rayon  du  second  égale  0",2.  On 
demande  la  longueur  de  la  courroie  sans  fin  quand  elle 
n'est  pas  croisée.  —  Rép.  10"* ,22. 

204.  Un  triangle  équilatéra!  a  500  mètres  de  côté.  D'un 
point  pris  dans  son  plan,  on  voit  deux  côtés  sous  le 
même  angle  de  1 20\  Quelle  est  la  distance  de  ce  point 
à  l'un  des  sommets?  —  Rép,  288",67. 

205.  Prolonger  une  ligne  droite  au  delà  d'un  obstacle. 

206.  Déterminer  le  rayon  d'une  tour  inaccessible. 

207.  Trois  points  remarquables  A,  B,  C,  sont  situés  sur 
un  terrain  uni.  Trouver  le  point  M  d'où  les  distances  AB 
et  AC  soient  vues  sous  des  angles  connus. 
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PHYSIQUE. 

CHAPITRE  PREMIER. 

FORCES   ET  MOUVEMENTS.    —   PESANTEUR. 
S  1.  FORCES   ET   MOUVEMENTS. 

NoIlonB  préllmliiaires* 

I .  GÈBrÈRAuràs  sub  la  MATiiRs.  —  La  Phjrsique  a  pour  but  Tétude 
des  agents  qui,  sans  altérer  la  substance  des  corps,  déterminent  ce- 
pendant dans  ces  corps  des  changements  d'état,  de  forme,  d'as- 
pecty  etc. 

La  matière  possède  un  certain  nombre  de  propriétés  générales  qui 
sont,  les  unes  essentielles^  les  autres  contingentes. 

Les  propriétés  essentielles  de  la  matière  sont  l'étendue  et  Pimpéné- 
^  trabilité;  les  propriétés  contingentes  sont  la  divisibilité,  la  porosité,  la 
compressibilité,  l'élasticité,  etc. 

S.  Forces.  —  On  appelle  force  toute  cause  capable  de  produire  le 
mouvement  d'un  corps  on  de  modifier  ce  mouvement.  Trois  éléments 
sont  nécessaires  pour  déterminer  une  force  :  son  point  d'applieationi 
sa  direction  et  son  intensité. 

Lorsque  plusieurs  forces  A,  B,  G,  etc.,  se  fopt  équilibre,  il  est 
évident  que  l'une  quelconque  d'entre  elles,  A,  par  exemple,  neutra^ 
lise  à  elle  seule  l'action  de  toutes  les  autres.  On  donne  à  cette  force  le 
nom  de  résultante;  B,  G,  etc.,  sont  les  composantes,  ^ 

La  loi  d'après  laquelle  on  trouve  la  résultante  de  plusieurs  forces 
se  nomme  composition^  et  la  loi  inverse,  décomposition  des  forces. 


360  DEUXIÈME  PARTIE. 

CoBipiisUliiii  des  f urées.  —  La  résultante  de  deux  forces  con» 
courantes j  c'est-à-dire  de  deax  forces  dont  les  directions  se  rencon- 
trent en  un  point,  est  représentée,  en  grandeur  et  en  direction,  par 
la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  ces  forces. 

Si  les  composantes  sont  en  plus  grand  nombre^  on  construira  le 
polygone  des  forces.  Si  enfin  les  composantes  ne  sont  pas  dans  le 
même  plan,  on  les  réduira  d'abord  à  trois  forces,  puis  on  construira 
le  parallélipipède  de  ces  forces. 

Lorsque  deux  forces  parallèles  et  de  même  direction  sont  appli- 
quées aux  extrémités  d'une  droite  rigide,  leur  résultante  est  égale  à 
leur  somme,  leur  est  parallèle  et  partage  la  droite  en  deux  parties  in- 
versement proportionnelles  aux  composantes.  Si  les  deux  forces  pa- 
rallèles sollicitent,  en  sens  contraire,  les  deux  extrémités  de  la  droite 
rigide,  ces  deux  forces  ont  une  résultante  dont  la  direction  est  celle 
de  la  plus  grande,  qui  est  égale  à  leur  différence,  et  dont  le  point 
d'application  divise  la  droite  en  deux  parties  inversement  propor- 
tionnelles aux  composantes. 

Leviers.  —  Ces  principes  trouvent  une  application  immédiate 
dans  la  théorie  du  levier.  On  appelle  ainsi  une  barre,  droite  ou 
courbe,  s'appuyant  sur  un  point  fixe  autour  duquel  elle  tourne,  sous 
l'action  d'une  force  nommée  puissance^  laquelle  lutte  contre  la  resis^ 
tance.  On  distingue  trois  genres  de  leviers  :  dans  le  levier  du  premier 
genre,  le  point  d'appui  est  placé  entre  la  puissance  et  la  résistance  ; 
dans  le  levier  du  second  genre,  la  résistance  est  entre  le  point  d'ap- 
pui et  la  puissance  ;  enfiji,  dans  le  levier  du  troisième  genre,  c'est  la 
puissance  qui  se  trouve  entre  la  résistance  et  le  point  d'appui. 

Les  balances  sont  des  leviers  du  premier  genre  ;  elles  servent  à  éva- 
luer les  poids  relatifs  des  corps.  On  entend  par  poids  relatif  d'un 
corps  le  rapport  du  poids  absolu  de  ce  corps  à  un  autre  poids  choisi 
pour  unité,  et,  par  poids  absolu^  la  pression  qu'un  corps  exerce  sur 
l'obstacle  qui  s'oppose  à  sa  chute. 

Le  quotient  du  poids  d'un  corps,  en  un  lieu  du  globe,  par  l'accé- 
lération due  à  la  pesanteur  en  ce  lieu,  est  ce  qu'on  nomme,  en  méca- 
nique, la  masse  du  mobile. 

On  appelle  quantité  de  mouvement  d'un  corps  le  produit  de  sa 
masse  par  la  vitesse,  dont  il  est  animé. 

[1]  qz=zmv. 
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Le  prodait 

[2]  i  wp» 

prend  le  nom  de  force  vive. 

V impulsion  d'une  force  est  le  produit  de  son  intensité  par  la  durée 
de  son  action. 

Forée  eenlrlfoi^e.  —  La  force  centrifuge  est  celle  en  vertu  de  la- 
quelle un  mobile,  tournant  autour  d'un  centre,  tend  à  s'éloigner  de 
ce  centre.  L'intensité  de  la  force  centrifuge  développée  dans  le  mou- 
vement circulaire  est  proportionnelle  à  la  masse,  au  carré  de  la  vi- 
tesse, et  en  raison  inverse  du  rayon  du  cercle  décrit.  C'est  ce  qu'ex- 
prime la  formule 

[3]  /*  =  ^.'''. 

Dans  le  cas  du  cercle, 

t  désignant  le  temps  employé  pour  parcourir  une  circonférence  en- 
tière. La  formule  [2]  devient  donc 

On  voit  par  là  que  la  force  centrifuge  est  proportionnelle  au  rayon 
et  en  raison  inverse  du  carré  du  temps  de  la  révolution. 

5.  Mouvements.  —  Le  mouvement  est  l'état  d'un  corps  qui  passe 
d'un  lieu  à  un  autre.  On  distingue  plusieurs  espèces  de  mouvements  : 
le  mouvement  uniforme  est  celui  dans  lequel  un  mobile  parcourt  des 
espaces  égaux  dans  des  temps  égaux  ;  la  vitesse  est  l'espace  parcouru 
dans  l'unité  de  temps.  Si  l'on  désigne  par  e  l'espace  parcouru  dans  le 
temps  r,  et  par  v  la  vitesse,  on  aura 

[1]  e  =  vt. 

Le  mouvement  varié  est  celui  dans  lequel  le  mobile  parcourt  des 
espaces  inégaux  dans  des  temps  égaux.  Ce  mouvement  est  dit  {Kcé- 
léré  si  la  vitesse  va*  en  augmentant,  et  retardé^  si  la  vitesse  va  en  di- 
minuant. Le  plus  simple  des  mouvements  variés  est  celui  dans  lequel 
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les  espaces  qu^un  corps  parcourt  vont  en  augmentant  également  dans 
des  temps  égaux;  on  le  nomme  mouvement  uniformément  accéléré. 

Si  Ton  désigne  par  %  la  vitesse  du  mouvement  au  commencement  de 
Texpérience,  et  par  w  l'accélération  après  chaque  seconde,  on  aura 

La  vitesse  acquise  est  donc 

[3]  Pa  =  wt. 

Quant  à  l'espace  parcouru  par  le  mobile,  il  est  donné  par  la  for- 
mule 

[4]  e^e^^^wt. 

Le  mouvement  perpétuel  est  celui  qui  durerait  indéfiniment,  sans  le 
secours  d'aucune  action  nouvelle.  Les  machines,  si  perfectionnées 
qu'elles  soient,  transmettent  le  travail  qu'on  leur  fournit,  le  transfor- 
ment,  mais  sont  impuissantes  à  en  créer  ;  le  mouvement  perpétuel  est 
donc  une  chimère. 

Mouvement  clrenlalre  on  de  rotation.  — ^  On  dit  qu'un  corps 
est  animé  d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  lorsque  tous 
ses  points  décrivent  des  circonférences  situées  dans  des  plans  perpen- 
diculaires à  Taxe  et  ayant  leurs  centres  sur  cet  axe.  Dans  un  pareil 
mouvement,  les  vitesses  des  différents  points  sont  proportionnelles 
aux  rayons  des  circonférences  décrites. 

On  appelle  vitesse  angulaire  la  vitesse  d'un  point  situé  à  l'unité  de 
distance  de  l'axe. 

PROBLÈME  L 

On  pèse  un  corps  dans  run  des  plateaux  d'une  ba- 
lance, et  Ton  constate  que,  pour  lui  faire  équilibre,  il 
^^^-  ^  faut  placer,  dansFautre  pla* 

'      X: >        eau,  un  poids  de  \   kilogr. 

On  met  ensuite  le  corps  dans 
^     ^^  deuxième  plateau,  et  l'on 
D^  Ûi-  trouve  qu'il  faut  1200  gram- 

mes, placés  dans  le  premier,  pour  que  l'équilibre  per- 
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siste.  On  demande  quel  rapport  existe  entre  les  longueurs 
des  deux  bras  de  cette  balance^  et  quel  est  le  poids  réel 
du  corps. 

Solnlluift* 

i*»  Soient  /  et  /  (fig.  i)  les  longueurs  des  deux  bras  de  levier  de  la 
balance,  et  P  le  poids  réel  du  corps,  nous  aurons  les  deux  éqaalîoiis  * 

[1]  /.Psr/.i, 

[2]  /.P=M,2. 

Divisons  ces  deux  équations  membre  à  membre  : 

/       r 


t^  £n  multipliant  les  équations  [1]  et  [2]  membre  à  membre,  on 
obtient 

P«  =  1,2    et    V=y/T^  =  i^fim. 

PROBLÈME  n. 

Dans  un  appareil  à  rotation  ^  une  bille  d'ivoire,  pesant 

.  ^>«*  ^'  26  grammes,  est  placée  à  25  cen- 

^. — » — x.-^~>  timètres    de    Taxe    de    rotation 

P^       '    :     ""^^(fig.  2).  Une  seconde  bille,  du 

^TT  poids  de  35  grammes,  est  placée 

de  l'autre  côté  de  cet  axe.  Un  fil 
inextensible  relie  les  deux  billes.  A  quelle  distance  de 
Taxe  faut-il  placer  la  seconde,  pour  que  l'une  des  deux 
billes  n'entraine  pas  Tautre,  quand  Tappareil  fait  5  tours 
par  seconde  ? 


V 
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On  a,  pour  la  première  bille, 

.      ki^r  4  7r«  X  2S   ^. 

r=-^.m=r     ^^^^,     ,26, 

et  pour  la  seconde, 

4*^*0? 

La  condition  d'équilibre  est 

0,20'    •**-Ô;2Ô''''°' 
Î5X26  =  35«, 


d'Où  .=!^=i8c. 


PROBLEME  m. 

Dans  les  moulins  à  farine,  la  meule  courante  fait 
115  tours  par  minute.  Quelle  est  la  vitesse  angulaire  de 
cette  meule? 

SulatloB. 

Ou  sait  qu'on  nomme  vitesse  angulaire  la  vitesse  d'un  point  situé 
à  l'unité  de  distance  de  l'axe  de  rotation.  Désignons  cette  vitesse 
par  (0. 

On  sait  de  plus  que,  dans  le  mouvement  circulaire,  les  vitesses  des 
différents  points  sont  proportionnelles  aux  rayons  des  circonférences 
décrites.  On  aura  donc,  en  appelant  v  la  vitesse  d'un  point  sit«é  à  la 
circonférence  de  la  meule  et  r  la  distance  de  ce  point  à  Taxe, 

T  =  - ,    c  est"à-dire    w  =  -. 
i       r'  r 

¥  est  l'espace  parcouru  en  1  seconde.  Gomme  la  meule  dont  il  s'a- 
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git  fait  115  tours  par  minute,  un  point  de  la  circonférence  parcourt 
par  minute 

2itr.ll5, 

et  en  1  seconde,  — -— r —  =  p. 


Par  conséquent,         co 


60 

2TCr.115_27r.115 
60. r     "~       60     ' 


Type  du  calcul. 
logw  =  log2+logTC  +  logll5  +  L60. 

log  2  =  0,301 0300 

log7c  =  0,4971 509 

log  11 5  =  2,0606978 

L  60  =  2,221 8487 

log  03  =  1,0807274. 
(0  =  12,042. 

PROBLÈME  IV. 

On  demande  quel  est  le  rapport  de  la  vitesse  angulaire 
*'*«•  *•  de  la  roue  A  à  celle  du  pi- 

gnon P  (fig.  3),  sachant 
que  les  rayons  des  roues 
sont  Ri,  Rj,  Rj,  et  ceux 
des  pignons,  r^,  r,,  r,. 

SolutioB.  V 

Soient  :  wi  la  vitesse  angulaire  de. la  roue  A , 

tùi  —  du  pignon  M  et  de  la  roue  B , 

fa)t  —  du  pignon  !N  et  de  la  i*oue  C , 

6)4  —  du  pignon  P. 
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I9ou$  aurons,  pour  expression  de  la  ritease  d'un  point  de  la  cir- 
conférence de  la  première  roue  dentée, 

f>4  =  IOlRi.. 

Pareillement,  la  vitesse  d'un  point  de  la  circonférence  du  preoiier 
pignon  est 

et  ainsi  de  suite. 

Comme  d'ailleurs  la  première  roue  entraîne  le  premier  pignon^  la 
seconde  roue  le  second  pignon,  etc. ,  on  pourra  poser  : 

(«>iRi=(ii>fri 
(o«R,=:««,r, 
UsRs=u)|rj 


Produit œi.Ri.Ri.R8=w4./i.r,./%; 

11   s  ^ £i^  ^  ^ 

(04      Ri  R|  R$ 

Le  rapport  des  vitesses  angulaires  de  la  première  roue  et  du  der- 
nier pignon  est  donc  égal  au  produit  des  rayons  des  pignons  divisé 
par  le  produit  des  rayons  des  roues. 

EXERCICES. 

1.  La  vitesse  d'un  corps  est  de  460  mètres;  combien 
ce  corps  parcourt-il  en  24  heures?  —  Rép.  Un  espace  à 
peu  près  égal  à  la  circonférence  de  la  terre. 

2.  Démontrer  que,  dans  le  treuil,  les  chemins  parcou- 
rus en  même  temps  par  le  fardeau  et  par  le  manche  de 
la  manivelle  sont  entre  eux  comme  le  rayon  du  cylindre 
est  au  rayon  de  la  manivelle. 

3.  Une  scie  circulaire  fait  850  tours  par  minute; 
quelle  est  sa  vitesse  de  rotation  ?  —  Rép.  ta  =  44,5. 
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4.  Quelles  sont  les  vitesses  angulaires  de  deux  poulies 
embrassées  par  une  courroie  sans  fin,  et  dont  les  rayons 

sont  R  et  R'.  —  Rép-  —,  =  g-. 

S  2.  PESANTEUR. 

NotloBft  f^éllnhialreB. 

4,  Atteaction  universelle.  —  U attraction  universelle  est  la  force 
qui  appelle  les  unes  vers  les  autres  toutes  les  parties  de  la  matière. 

Guidé  par  les  travaux  de  Kepler*,  Newton**  a  démontré  que  tous 
les  corps  de  la  nature  s'attirent  mutuellement  en  raison  directe  des 
masses  et  en  raison  inverse  du  carré  des  distances* 

.  L'attraction  universelle  prend  le  nom  d'éUtraction  moléculaire^  quand 
elle  indique  la  force  qui  lie  entre  elles  les  molécules  d*un  corps  ^  on  la 
'  désigne  sous  le  nom  de  pesanteury  lorsqu'il  s'agit  de  la  forée  qui  sol- 
licite tous  les  corps  vers  le  centre  de  la  terre.  Enfin,  on  appelle  gra- 
citation  la  force  sous  l'influence  de  laquelle  les  planètes  décrivent  des 
orbes  elliptiques  autour  du  soleil. 

5.  Lois  DE  LÀ  CHUTE  DES  CORPS.  —  Lcs  lois  de  la  chute  des  corps 
ont  été  formulées  par  Galilée  ***  à  la  fin  du  seizième  siècle.  On  les 
énonce  de  la  manière  suivante  ; 

i<>  Tous  les  corps  tombent  avec  la  même  vitesse  dans  le  vide. 

2^  La  pesanteur  imprime  au  corps  qui  tombe  librement  dans  le 
vide  un  mouvement  uniformément  accéléré  ;  par  conséquent  l'espace 
parcouru  par  ce  corps  et  la  vitesse  acquise,  à  un  moment  déterminé, 
sont  donnés  par  les  formules 

et  [2]  ^a=gt' 


*  Kepler^  astronome,  né  en  1571,  à  Weil  (Wurtemberg) ,  mort  à  Bâtis- 
bonne,  en  1631. 

**  Newton  (Isaac) ,  savant  anglais,  né  en  1642,  à  Woolstrop,  près  de 
Grantham  (comté  de  Lincoln) ,  mort  eu  1727. 

**^  GalUée,  né  à  Pise  en  1564,  mort  en  1642. 
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En  d'autres  termes,  les  espaces  parcourus ^  à  partir  de  Torigine  du 
mouvement,  varient  proportionnellement  aux  carrés  des  temps  em- 
ployés à  les  parcourir,  et  les  vitesses  acquises  sont  proportionnelles 
aux  temps  employés. 

Si  l'on  élimine  t  entre  les  égalités  [1]  et  [2],  on  trouve 

[3]  9  =  y/Iie. 

Les  vitesses  qu'un  corps  acquiert  en  tombant  sont  donc  proportion- 
nelles aux  racines  carrées  des  hauteurs  de  la  chute. 

Pour  vérifier  les  lois  de  la  pesanteur,  on  se  sert,  soit  du  plan  in- 
cliné de  Galilée,  soit  de  la  machine  d'Atwood'*',  soit  enfin  de  la  ma* 
chine  à  indications  continues  de  M.  Morin. 

6.  Poids;  centre  de  gravitiê.  —  La  pesanteur  est  une  force  molé- 
culaire :  elle  agit  sur  chaque  portion  de  matière.  "Le  poids  d'un*  corps 
est  la  résultante  de  toutes  les  actions  de  la  pesanteur  sur  ce  corps,  et 
Ton  nomme  centre  de  gravité  le  point  d'application  de  cette  résul- 
tante. 

7.  Pendule.  —  On  donne  le  nom  de  pendule  à  un  poids  suspendu 
et  oscillant.  Le  pendule  simple ^  ou  pendule  idéal,  est  celui  qui  serait 
composé  d'un  fil  sans  pesanteur  auquel  serait  suspendue  une  seule  mo- 
lécule* Tout  corps  qui  peut  osciller  autour  d'un  point  ou  d'un  axe 
fixe  est  un  pendule  composé.  On  appelle  amplitude  de  P oscillation  l'arc 
que  décrit  le  pendule  quand  on  l'écarté  de  la  verticale. 

Les  lois  des  oscillations  du  pendule  sont  : 

1^  Dans  un  même  lieu  d'observation  et  pour  de  petites  amplitudes, 
la  durée  des  oscillations  d'un  pendule  est  constante,  malgré  les 
variations  de  Tamplitude;  c'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que  les 
petites  oscillations  sont  isochrones,  L'isochronîsme  cesse  au  delà  de  4 
ou  5  degrés. 

2^  Dans  le  même  lieu  et  pour  des  pendules  de  longueurs  différen- 
tes, les  durées  d'une  oscillation  varient  proportionnellement  aux  ra- 
cines carrées  des  longueurs  de  ces  pendules. 

3®  Dans  des  lieux  différents,  les  durées  des  oscillations  des  pendules 
*  jiwood,  physicien  anglais,  né  ver»  1745,  mort  en  1807. 
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de  même  longueur  sont  en  raison  inverse  de  la  racine  carrée  de  Tin- 
tensité  de  la  pesanteur. 

Ces  lois  découlent  de  la  formule 


01 


="  v/? 


dans  laquelle  /  représente  la  durée  d'une  oscillation,  /  la  longueur  du 
pendule^  et  ^l'intensité  de  la  pesanteur. 

Le  pendule  sert  à  des  usages  très-variés  :  on  l'emploie  pour  me- 
surer l'intensité  de  la  pesanteur  aux  dififcrents  points  du  globe,  pour 
déterniiner  l'aplatissement  de  la  terre,  pour  régler  la  marche  des 
horloges*,  etc.,  etc. 


PROBLEME  V. 

On  suppose  qu'un  homme  soulève  125  boulets  de  ca- 
non du  poids  de  2  kilogr.  Combien  pourrail-il  soulever 
F>«-  ♦•  de  boulets,  en  déployant  la  nême  force 

musculaire,  si  la  terre  avait  le  volume  de 
la  lune,  tout  étant  égal  d'ailleurs? 

On  sait  que  le  rayon  de  la  lune  est  la 
iVoVoV  P^^^^^  du  rayon  terrestre. 

Solalion. 

Ck>nceYons  trois  sphères  (fig.  4)  représentant, 
Tune,  la  terre;  la  seconde,  d'un  rayon  moindre, 
la  iuney  et  la  troisième,  un  corps  intermédiaire^ 
ayant  même  volume  que  la  terre  et  même  masse 
que  la  lune. 

Soient  R  le  rayon  de  la  terre,  et  M  sa  masse  ; 
R  le  rayon  du  corps  intermédiaire,  et  m  la  masse 
de  ce  corps;  r  le  rayon  delà  lune,  et  m  sa  masse. 


*  Lapremière  application  du  pendule  aux  horloges  (16S7)  est  due  à  i/iy- 
gliens,  mécanicien  hollandais. 

PR.  DE  MATH.  24 


370  DEUXIÈME  PARTIE. 

Soient,  de  plus,  P  le  poids  des  125  boulets  à  la  surface  de  la  terre, 
P'  leur  poids  à  la  surface  du  corps  intermédiaire  et  P''  lear  poids  à  la 
surface  de  la  lune. 

La  terre  et  le  corps  intermédiaire  ayant  même  yolume,  les  poids  P 
et  P'  sont  proportionnels  aux  masses  M  et  /»  ;  donc 

P  _M. 

et  comme  la  masse  absolue  est  donnée  par  la  formule  M  =  yd*^ 
on  a  : 

M  = 


d'où 


3 

Cl          fi 

k-nVi^d 

P 

3      . 

P*"" 

klZF^lf' 

et  comme,  par  hypothèse,  d-=zd\ 

P       R» 


[n 


pr~^- 


D'un  autre  côté,  le  corps   intermédiaire  et  la  lune  ayant  même 

masse,  sous  des  volumes  différents,  les  poids  P'  et  P"  sont  en  raison 

inverse  des  carrés  des  rayons  de  ces  deux  corps,  ce  qui  permet  de 

poser 

P'_r« 
L2]  ^  ~  ^,. 


^  On  appelle  densité  d'une  substance  homogène  la  masse  qu'elle  ren- 
ferme sous  l'unité  de  volume,  et  poids  spécifique  le  poids  de  cette  masse 
dont  le  volume  est  l'unité.  Si  l'on  désigne  par  d  la  densité  d'uue  substance, 
son  poids  spécifique  D  sera  dg;  et,  si  Ton  considère  une  portion  de  cette 
substance  dont  le  volume  soit  désigné  par  V,  la  masse  par  M  et  le  poids 
par  P,  on  aura 

M=Vr^      et       P=rVr/g^, 


(Duhamel,  cours  de  l'École  polytechnique.) 


I 
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En  multipliant  [i  ]  par  [2] ,  on  obtient 


r 


9 


d'où  F  =  ^  =  Î*»><1><MIÎ34^  es,,,  085. 


Si  la  terre  avait  le  volume  de  la  lune,  Fhomme  qui  soulève  1 25 
boulets  de  canon  dépenserait  donc,  non  plus  un  effort  musculaire  de 
2S0  kilogr.,  mais  simplement  un  effort  de  68^^,085. 

Par  conséquent,  si  à  la  surface  de  la  terre,  dans  Thypothèse  d'un 
rayon  égal  à  celui  de  la  lune, 

68ï^»,085  représentent, , 1 25  boulets, 

68,085* 

et    250"'  -         Î^^Jg!îî=  488,9  boulets. 

PROBLÈME  VL 

Calculer  la  masse  du  soleil. 

On  prendra,  pour  valeur  du  rayon  terrestre, 

r  =  6377  398  mètres. 

On  sait  d'ailleurs  que  la  distance  du  soleil  à  la  terre 
j  ëgale  24  068r. 


Solution. 

A  la  surface  de  la  terre,  c'est-à-dire  à  une  distance  r  =  6  377  398" 
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du  centre  d^attraction,  un  corps  grave  parcourt  4"*, 90448  dans  la 

Fig.  5.  première  seconde  de  sa  chute;  à  la  distance 

24068  r,  un  corps  ne  parcourrait  plus  que 

4,90448         .         „  „      ,. 
Q  ^  ,  f  puisque  rattraction  vane  en  raison 

inverse  du  carre  des  distances. 

Cherchons  maintenant  l'espace  qu'un  corps 
parcourt,  en  i  seconde,  sous  Finfluence  de 
l'attraction  solaire,  et  supposons  que  ce  corps 
soit  la  terre  elle-même. 
Soient  T  (fig.  5)  la  position  de  la  terre  à  un  instant  déterminé, 
et  T'  sa  position  au  bout  d*une  seconde. 

Il  est  clair  que  si  l'attraction  n'existait  pas,  notre  planète  s'échap- 
perait  du  système  suivant  la  tangente  TX.  Au  contraire,  si  la  vitesse 
en  T  était  nulle,  la  terre  tomberait  vers  le  soleil  d'une  quantité  re- 
présentée par  TA,  en  1  seconde  de  temps. 

En  réalité,  la  terre  ne  suit  ni  la  tangente  TX  ni  le  rayon  TS  ;  elle 
suit  une  direction  qui  résulte  de  la  combinaison  des  deux  mouve- 
ments simultanés  qui  Taniment;  cette  direction  est  celle  de  l'arc  TT'. 
Cela  posé,  il  esJ.  facile  de  voir  que,  dans  le  triangle  TT'B,  rectangle 
en  T',  on  a 

TA.2£/=Tr', 


d'où 


TA  = 


27- 


Or 


TT'  =  sensiblement  l'arc  TT'. 


Voyons  donc  comnlent  nous  pourrons  évaluer  cet  arc. 


La  circonférence  entière,  dont  le  rayon  est  £/  =  24068/*,  est  par- 
courue par  la  terre  en  1  année  sidérale,  ou  365i-»«^"*y,25638,  ou 
encore  86  400  X  365,25638  secondes  ;  l'espace  parcouru  en  1  se- 
conde est  donc 


arc  TT'  = 


2it.24068r 


86400X365,25638 
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Par  conséquent,  la  relation 

4i^.24068M 
devient  TA  = 


86400". 365,25368*. 2.  24068r* 
ou,  en  simplifiant  et  en  remplaçant  r  par  sa  valeur, 

TA  =  O'»^003042. 

Ainsi,  d'une  part,  sous  l'influence  de  la  terre,  à  une  distance 

j       ^,  ^nc.  4,90448    ,        - 

rf  =  24  068r,    un  corps  parcourt  ^^-  dans  la  première  se- 

conde de  sa  chute;  d'autre  part,  à  la  même  distance,  sous  l'influence 
du  soleil,  il  parcourt  0™,003042  dans  le  même  temps.  Or  ces  es- 
paces sont  évidemment  proportionnels  aux  masses  sollicitantes  ;  donc 

masse  du  Q  _  0,003042  _ 
masse  de  5  ""  4,90448  ""  ' 

24  068* 

Remarque*  —  Le  chiffre  adopté  par  les  astronomes  est  355  500. 

PROBLÈME  Vn. 

Un  boulet  de  canon  est  lancé  dans  i'éspace  avec  une 
\itesse  u^;  le  canon  est  braqué  de  manière  à  faire  avec 
l'horizon  un  angle  a.  On  demande  :  1**de  construire  par 
points  la  trajectoire  du  boulet  ;  2*  de  calculer  Tamplitude 
du  jet;  3"*  de  déterminer  le  point  culminant  de  la  trajec- 
toire. 

On  ne  tiendra  pas  compte  de  la  résistance  de  Tair. 

Solntlon* 

l""  La  vitesse  d'impulsion  Pq  (^g*  6)  peut  se  décomposer  en  deux 
autres,  l'une  horizontale  et  l'autre  verticale. 
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Si  l'on  fait  abstraction  de  la  résistance  de  l'air,  la  vitesse  compo- 
sante horizontale  est 

Pt  =  PpCos  a. 

Quant  à  la  vitesse  composante  verticale,  c'est 

p,  =  Pç  cos  (9  0  —  a)  =  P^  sîn  a . 


Fige. 


U  résulte  de  là  que  l'espace  parcouru,  dans  un  temps  d'observa- 
tion 0,  en  vertu  de  la  vitesse  composante  horisontale,  est 


[1] 


a?  =  Pi6  =  Pijôcos  a. 


L'espace  parcouru,  dans  le  même  temps,  en  vertu  de  la  vitesse 
composante  P|,  est,  en  tenant  compte  de  la  résistance  due  à  la  pe- 
santeur, 

[2]  /=PoOsinoi— Ç. 

La  courbe  décrite  par  le  boulet  est  une  courbe  parabolique  dont 
l'équation  est 


m 


ZPq'COS'C 


comme  on  peut  le  vérifier  en  éliminant  0  entre  [i]  et  [2]. 

2**  Quelle  est  t amplitude  du  jet  ? 

Posons  ;^^  0,  et  appelons  X  la  portée;  il  viendra 


0=Xt^a  — 


gX* 


fp^'cos'c 


«.> 
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ou,  en  divisant  par  X , 

0  =  tga— s— r — r-î 

2Po*cos*atgtt 
d  où  X  = ^- . 

g 

.                CCS*  a  sin  a 
Mais  cos'  a  tg  «  = •  =r  sm  a  cos  a  : 

^  cos  a 

donc  X  ^  -^  •  2  sin  a  cos  a 

g 

=  — ,sin  2  a. 
g 

3»  Quel  est  le  point  culminant  de  la  trajectoire? 

Ce  point  culminant  correspond  à  la  plus  grande  valeur  que  peut 
prendre 

2 


Le  second  membre  de  cette  expression  peut  s'écrire 


iC-^-')'- 


Sous  cette  forme,  on  voit  que  le  premier  facteur  ^  est  une  quantité 

constante;  le  maximum  ne  peut  donc  venir  que  des  deux  autres  fac- 
teurs. 

Or  la  somme  de  ces  facteurs  est  constante,  car 

2Posintt       ^      ^_2PoSin« 
g  g      ' 

Le  produit  de  ces  deux  facteurs  est  donc  maximum  quand  ils  sont 
égaux,  c'est-à-dire  lorsque  chacun  d'eux  est  égal  à 


i  /2  <•„  sin  a\  ç^  sin  a 
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On  a  alors 

RemaFqne.  —  Si  l'on  veut  tenir  compte  de  la  résistance  de  l'air, 
on  devra  recourir  à  une  autre  méthode. 

On  pourrait  employer,  si  Pangle  était  très- petit,  Péquation  désignée» 
dans  V Aide^mémoire  d'artillerie,  sous  le  nom  èi  équation  de  Poisson* 
Mais  cette  formule  est  aujourd'hui  généralement  abandonnée  par  les 
artilleurs. 

Voici  celle  qui  a  été  proposée  comme  formule  généraJe  des  portées 
dans  Pair,  par  M.  Piton-Bressant,  officier  d'artillerie  de  marine  : 

Q  est  un  coefficient  qui  dépend  du  diamètre  du  projectile,  de  sa 
densité  et  de  sa  forme,  ainsi  que  de  la  densité  moyenne  des  couches 
d'air  traversées. 

Pour  les  boulets  pleins  sphériques,  on  peut  prendre 

W^'^kad* 
[A  =  0,000007  ; 
^,  densité  moyenne  de  Pair  =:  0,001  S; 

d,  densité  du  projectile  =  7,2  pour  les  boulets  pleins; 

a,  diamètre  du  projectile  =  0™,  1596  pour  le  calibre  de  30; 

—  —       =0-,1474       •—  —       24; 

—  —        =0«,1342       —  —        i8; 

—  —       =0",i890      —  —        50r 

—  —       =0«,1692       —  —        36. 

M  est  une  fonction  croissante  de  a,  pour  laquelle  M.  Piton-Bres- 
sant  adopte  la  forme  générale 

M  =  i  -f-/w  tg*/ï«. 
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Pour  le  tir  surbaissé^  c'est-à-dire  jusque  vers  10®,  on  peut  prendre 
m  =  1  et  /t=  I ,  ce  qui  permet  de  transformer  la  formule  générale  en 
celle-ci,  qui  est  très-simple  : 


Sin2«_j;j+-^jy-. 


Pour  le  tir  moyen,  on  prendra  m  =  2  et  n  =  1 ,  et  la  formule  sa 
transformera  ainsi  : 

sin2.«  =  Ç+^-f^*(l+sinM. 

Enfin,  pour  le  tir  éteve^  on  prendra  /w  =  3  et  /i  =  -^  : 

La  valeur  de  \l  indiquée  plus  haut  convient  à  la  formule  du  tir 
moyen;  pour  les  deux  autres  formules,  il  faudrait  modifier  légère- 
ment ce  coefficient,  qui  d'ailleurs  n'est  indiqué  ici  que  comme  une 
moyenne  ;  car  en  réalité  il  parait  augmenter  un  peu  quand  la  charge 
de  poudre  diminue,  toutes  choses  égaies  d'ailleurs. 

Dans  le  tir  des  canons  rayés,  l'influence  de  la  résistance  e$t  consi- 
dérablement amoindrie*  On  pourra  en  juger  par  la  comparaison  sui- 
vante : 

Canons  de  30  à  âme  lisse.  Charge  de  5^.  Vitesse  initiale,  485***. 

Portées  moyennes  observées  : 

A  10* 2605  mètres 

A15« 3158     — 

A25» 3809     — - 

Canons  de  30  à  âme  rayée.  Charge  de  3^*, 5.  Vitesse  initiale,  324". 

Portées  moyennes  observées  : 

A  10* 2875  mètres 

A  15* , 3954     — 

A25* 5253     — 
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EXERCICES. 

5.  Le  poids  d'un  corps  à  la  surface  de  la  terre  est  1  ki- 
logramme. Ce  corps  se  trouve  transporté  sur  la  planète 
Jupiter.  On  demande  jusqu'à  quel  point  il  tendra  le 
dynamomètre.  On  sait  que  la  masse  de  Jupiter  est  à 
celle  de  la  terre  comme  354936  est  à  1050,  et  que  le 
rayon  terrestre  est  au  rayon  de  Jupiter  comme  1  est  à 
11,225. —  Rép.  2,683. 

6.  Les  tours  de  Notre-Dame  de  Paris  ont  66  mètres 
de  hauteur.  1*  Quelle  serait  la  durée  de  la  chute  d'un 
corps  qui  tomberait,  dans  le  vide,  d'une  pareille  hauteur  ? 
2^  Quelle  serait  la  vitesse  du  mobile  à  ta  fin  de  la  chute? 
—  Rép.   r  ^=3^7;  2'  4^=36  mètres. 

7.  Un  corps  est  lancé  verticalement,  de  bas  en  haut, 
avec  une  vitesse  c^^-  On  demande  1*  pendant  combien 
de  temps  il  s'élèvera;  2*  jusqu'à  quelle  hauteur.  —  Rép. 

r  /=-';  2*  h=i-. 

8.  Deux  corps  tombent,  dans  le  vide,  à  un  intervalle 
de  temps  6.  Dans  combien  de  temps  seront*ils  distants 

de  a  mètres  ?  —  Rép .  x  =  4  — s* 


CHAPITRE  II, 

HYDROSTATIQUE.  —  PRINCIPE  D'ÂRCHIMÈDË  ET  DENSITÉS. 

$  1.  HYDROSTATIQUE. 

8.  PaiNciPE  DB  Pascal*.  —  c  Si  un  vaisseau  plein  d'eau,  clos  de 
toutes  parts,  a  deux  ouvertures,  Tune  centuple  de  l'autre,  en  mettant 
à  chacune  un  piston  qui  lui  soit  juste,  un  homme  poussant  le  petit 
piston  égalera  la  force  de  i  00  hommes  qui  pousseront  celui  qui  est 
100  fois  plus  large.  »  C'est  ce  qu'on  exprime  souvent  d'une  manière 
plus  générale  en  disant  que  les  liquides  transmettent  également,  dans 
tons  les  sens,  les  pressions  exercées  en  un  point  quelconque  de  leur 
masse. 

Le  principe  d'égalité  de  pression  a  reçu  une  application  remar- 
quable dans  \gL presse  hydraulique. 

Les  conséquences  dn  principe  de  Pascal  sont  les  suivantes  : 

|o  Tninehes  de  niveau.  —  Dans  un  liquide  en  équilibre  soumis 
à  l'action  de  la  pesanteur,  la  pression  est  la  même  sur  tous  les  points 
d'une  même  couche  horizontale. 

2®  VarialiOB  de  la  pression  avee  la  profondeur.  —  Dans  une 
même  masse  liquide,  deux  éléments  plans  situés  à  des  profondeurs 
différentes  supportent  des  pressions  inégales  ;  la  pression, sur  chaque 
tranche,  est  proportionnelle  à  la  profondeur. 

a*"  Horlxonlalité  de  la  surface  libre   d*na  liquide. — Pour^ 
qu'un  liquide  soit  en  équilibre,  il  faut  que  la  surface  de  ce  liquide 
soit  horizontale. 

4**  Pression  sur  le  fond  des  vases.  —  La  pression  exercée  par 
un  liquide,  en  vertu  de  son  poids,  sur  le  fond  ou  sur  les  parois  d'un 
vase,  est  indépendante  de  la  forme  du  vase  *,  elle  ne  dépend  que  de 


*  BlaUû  Pascal ^  savant  français,  né  à  aermont-Ferrand  en  1623|  mort  en 
4662.  La  phrase  citée  est  extraite  d'un  ouvrage  intitulé  :  De  V équilibre  des 
liquews. 
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l'étendue  de  la  surface  pressée,  de  la  hauteur  du  liquide  au-dessus  de 
cette  surface,  et  de  la  nature  de  ce  liquide. 

On  démontre  expérimentalement  ce  principe  au  moyen  de  V appa- 
reil de  Haldat.  C'est  sur  le  même  principe  qu'est  fondée  l'expérience 
du  crève-tonneau. 

Les  pressions  latérales  se  démontrent  expérimentalement  au  moyen 
du  tourniquet  hydraulique, 

^"^  Vases  eommuBiqaants.  -—  Lorsque  plusieurs  vases  renfer- 
mant un  même  liquide  communiquent  entre  eux,  l'équilibre  n'a  lieu 
qu'autant  que  les  diverses  surfaces  libres  du  liquide  sont  situées  dans 
un  même  plan  horizontal.  Si  des  liquides  différents  sont  intro- 
duits dans  un  système  de  vases  communiquants,  les  hauteurs  de  ces 
liquides  au-dessus  de  leurs  surfaces  communes  de  séparation  devront 
être  en  raison  inverse  des  densités  des  liquides  employés. 

On  entend  ici  par  densité  d'un  liquide  le  rapport  de  son  poids, 
sous  un  certain  volume,  au  poids  d'un  égal  volume  d'eau. 

Le  niveau  d^eau  est  fondé  sur  le  principe  de  l'équilibre  des  liquides 
dans  les  vases  communiquants.  C'est  également  sur  ce  principe  que 
repose  la  théorie  des  puits  artésiens. 

PROBLÈJifE  YIII. 

■^  On  a  deux  cylindres  communiquants  dans  lesquels  on 
a  versé  de  l'eau.  L'un  de  ces  cylindres  à  0™, 5  de  diamè- 
Ire;  l'autre  0™,2.  Sur  un  piston  qui  entre  à  frottement 
^oux  dans  le  petit  cylindre,  on  exerce  une  pression  de 
500  kilogrammes.  Quelle  pression  faudra-t-il  exercer 
sur  le  piston  de  l'autre  cylindre  pour  qu'il  y  ait  équilibre? 

Solatlon. 

La  surface  du  petit  piston  égale 
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celle  da  grand  piston  égale 

-_.  — ^ jj^  0,7854  X  25. 

4  4 

Ainsi  3*^  iy  1 41 6 . .  •   supportent. . . .    500  kilogr .  ; 

0,7854X25..  supporteront.,     x. 

Or  les  pressions  doivent  être  proportionnelles  aux  surfaces  pressées  ; 
donc 

3,1416  500 

0,7854X25""   x   » 

«  .  500X0,7854X25      ^ia^ii 

^  ^^  ^ 3;ï4î6 = ^^^^  ^^^^e*"- 

PROBLÈME  IX. 

On  met  du  mercure  dans  un  tube  en  U  ;  puis,  dans 
Tune  des  branches  de  ce  tube  on  verse  une  colonne 
d'eau  de  0™,39  do  hauteur.  Le  mercure  s'élève  dans 
Tautre  branche.  On  demande  jusqu'à  quelle  hauteur. 

Solatlon. 

Soit  X  la  hauteur  cherchée. 

Lorsque  deux  liquides  se  font  équilibre  dans  des  vases  communi- 
quants, on  sait  que  les  hauteurs  de  ces  liquides  au-dessus  de  la  sur- 
face commune  horizontale  sont  entre  elles  en  raison  inversé  des  den- 
sités des  liquides.  Par  conséquent^ 


39      13,596' 


'^^ 


39 
d'où  X  =  .-TT-^rrr  =  28  millimètres. 

M  0,OvU 
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PROBLÈME  X. 

L'une  des  branches  d'un  siphon  est  remplie  de  mer- 
cure à  une  hauteur  de  0™,175;  l'autre  branche  est  rem- 
plie d'un  liquide  dont  la  hauteur  est  0'",42.  Ces  deux 
colonnes  se  font  équilibre.  On  demande  1*  la  densité 
du  second  liquide  par  rapport  au  mercure  ;  2*  sa  densité 
par  rapport  à  l'eau. 

Solnlloa. 

fLes  hauteurs  des  deux  colonnes  liquides  qui  se  font  équilibre 
doivent  être  en  raison  inverse  des  densités  de  ces  liquides.  On  a  donc 
l'égalité  de  rapports  : 


2°  La  densité  du  second  liquide,  par  rapport  à  l'eau,  s'obtiendra  en 
multipliant  0,416  par  13,596  : 

j:'=0,416X  13,596  =  5,635. 

PROBLÈME  XI. 

^'*"  '■  Pour  exploiter  une  mine  de  sel  gemme, 

on  a  percé,  dans  un  terrain  salifëre,  un 
trou  de  sonde  dans  lequel  on  a  introduit 
un  luyaii  de  1 00  mètres  de  long,  qui  ne 
remplit  pas  exactement  l'ouverture  et  dé- 
passe le  sol  de  1  mètre.  Ce  tuyau  plonge 
de  0"'f75  dans  une  dissolution  saline  dont 
la  densité  est  1 ,3.  On  verse  de  l'eau  douce 
entre  l'intervatle  qui  sépare  le  tuyau  des 
parois  du  trou  de  sonde.  On  demande  à 
quelle  hauteur  la  dissolution  s'élève  dans  le  tuyau. 
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SolatioB* 

La  longuair  MN  (fîg.  7)  du  tuyau  est 

Gela  posé,  si  l'on  admet  que  l'eau  douce  et  l'eau  salée  ne  se  mé- 
langent pas,  et  que  le  niyeau  de  Teau,  au  fond  du  trou  de  sonde, 
reste  constant,  on  aura  un  système  de  vases  communiquants  dans  le- 
quel l*eau  douce  s'élèvera  à  iOO  mètres,  et  la  dissolution  à  une  hau- 
teur X. 

Or  les  hauteurs  des  liquides  dans  les  vases  communiquants  sont 
en  raison  inverse  d«s  densités  ;  dcmc 

X  1 

98^'~i,3' 

98,25      ^_,.^ 
ar=-j-^  =  75'»,58 

EXERCICES. 

9.  L'un  des  cylindres  d'une  presse  hydraulique  a  0",03 
de  diamètre;  l'autre  a  0"",45.  Sur  le  piston  du  petit  cy- 
lindre ,  on  exerce  une  pression  de  50  kilogrammes  ; 
quelle  pression  faudra-t-il  exercer  sur  le  piston  de  l'au- 
tre cylindre  pour  qu'il  y  ait  équilibre  ? — Rép.  1 1  250  ki- 
logrammes. 

10.  L'une  des  branches  d'un  siphon  est  remplie  de 
mercure  jusqu'à  une  hauteur  de  0"*,234;  l'autre  bran- 
che est  remplie  d'un  liquide  dont  la  hauteur  est  1  ™,69. 
Ces  deux  colonnes  se  font  équilibre.  On  demande 
1°  la  densité  du  second  liquide  par  rapport  au  mercure; 
2*  sa  densité  par  rapport  à  l'eau.  —  Rép.  1**  a:= 0,138  ; 
2*^=1,882. 

11.  On  met  du  mercure  dans  un  tube  en  U;  puis, 
dans  l'une  des  branches  de  ce  tube,  on  verse  une  colonne 
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d'eau  de  0",42.  Dans  l'autre  branche,  on  verse  une  co- 
lonne d'alcool  ayant  O^'^GO  de  hauteur.  On  demande 
1*  à  quelle  hauteur  le  mercure  s'est  d'abord  élevé; 
2*"  quel  a  été  le  déplacement  de  la  colonne  d'eau  quand 
on  a  versé  l'alcool.  —  Rép.  1*  31  millim.  ;  2*  <8  millim. 

S  2.  PRINCIPE  D'ARCHIMÈDE;  DENSITÉS. 

Notions  préliminaires. 

9.  Peincipe  d'Abchimède.  —  Tout  corflis  plongé  dans  un  liquide 
perd  une  partie  de  son  poids  égale  au  poids  du  liquide  déplacé. 

On  démontre  ce  principe  par  l'expérience,  au  moyen  de  la  balance 
hydrostatique. 

Équilibre  des   eorps    immergés   et  des  eorps  flottants.  — 

Lorsqu'un  corps  est  plongé  dans  un  liquide,  trois  cas  peuvent  se 
présenter  :  ou  bien  le  poids  du  liquide  déplacé  est  inférieur  à  celui  du 
corps;  le  corps  tombe  alors  au  fond  du  vase,  en  vertu  de  l'excès  de 
son  poids  sur  la  poussée  ;  ou  bien  le  poids  du  liquide  déplacé  est  égal 
à  celui  du  corps  plongé  ;  dans  ce  cas,  le  corps  reste  en  suspension 
dans  la  masse  liquide  ;  ou  bien  enfin  c'est  la  -poussée  qui  l'emporte 
sur  le  poids  du  corps,  et  alors  le  corps  monte  vers  la  surface  et  de- 
vient flottant.  La  partie  immergée  est  telle,  que  le  poids  du  volume 
du  liquide  déplacé  égale  précisément  le  poids  du  corps. 

10.  Poids  spécifique;  densités.  —  On  nomme  poids  spécifique  d'un 
corps  le  rapport  du  poids  de  ce  coi*ps  au  poids  d*un  égal  volume 
d*eau. 

Si  l'on  représente  par  P  le  poids  d'un  corps  pris  sous  le  volume  V, 
par  P'  le  poids  d'un  pareil  volume  d'eau,  et  par  D  le  poids  spécifique 
du  corps  en  question,  on  a  la  relation 

En  France,  depuis  l'adoption  du  système  métrique,  comme  Tunité 
de  poids  est  le  poids  de  l'unité  de  volume  de  l'eau,  on  dit  aussi  que 
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le  poids  spécifique  d'un  corps  est  le  poids  de  l'unité  de  volume  de  ce 
corps.  Il  en  résulte  que  le  poids  d'un  corps  est  donné  par  la  formule 

P  =  VD. 

Lorsque  le  volume  Y  est  exprimé  en  centimètres  cubes j  le  poids  P 
est  évalué  en  gammes. 

Si  V  est  exprimé  en  décimètres  cubes ^  P  l'est  en  kilogrammes. 

Enfin  P  exprime  des  milliers  de  kilogrammes  si  V  est  donné  en 
mètres  cubes. 

Quant  au  poids  spécifique  D,  qui  entre  dans  la  formule  P  =  VD, 
c'est  une  quantité  constante  dans  laquelle  il  ne  faut  jamais  déplacer  la 
virgule,  que  le  volume  soit  donné  en  centimètres,  en  décimètres  ou 
en  mètres  cubes. 

Remarque.  ^-  Soient  D  et  D' les  poids  spécifiques  de  deux  corps, 
d  et  {f  leurs  densités ^  c'est-à-dire  leurs  masses  sous  l'unité  de  vo- 
lume, nous  aurons 

C'est  à  cause  de  cette  proportionnalité  que,  dans  le  langage  vulgaire, 
on  confond  souvent  les  poids  spécifiques  et  les  densités, 

PROBLÈME  Xn. 

Un  fragment  de  métal  pèse  dans  l'air  7'%234y  et  dans 
l'eau  4^',253;  dans  un  liquide  Â,  il  pèse  Vy^il;  dans 
un  liquide  B,  3^%  215.  On  demande  : 

1  *»  La  densité  *  du  métal  ; 

2''  La  densité  du  liquide  Â.; 

3"*  Celle  du  liquide  B  par  rapport  à  Teau. 


*  Dans  ce  problème  et  dans  beaucoup  d'autres  qui  vont  suivre,  le  mot 
jrns'ué  est  regardé  comme  synonyme  de  poitU  spécifique. 

PR.  DE  MATH.  25 
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Solatioa. 

l<>  Densité  du  métal. 

Poids  du  corps  dans  Tair.  =  78^,234 
Poids  du  corps  dans  Peau .  =  4  ,523 


Poids  de  Peau  déplacée..  =2«',7H 
Par  conséquent, 

Densité  du  métal  =  -Vh  =2,66. 

a*»  Densité  du  liquide  A. 

Poids  du  corps  dans  l'air.  =  7^^,234 
Poids  du  corps  dans  A. . .  =  5  ,417 
Poids  de  A  déplacé ==  lB',8i7 

Par  conséquent, 

\  817 
Densité  du  liquide  A  =  ^      .  =0,67. 

3»  Densité  du  liquide  B. 

Poids  du  corps  dans  Pair.  =  7*',234 
Poids  du  corps  dans  B. . .  =  3  ,215 

Poids  de  B  déplacé =  4s',019 

Par  conséquent , 

Densité  du  liquide  B  =    *        =1,48. 

PROBLÈME  XIU. 

Un  corps,  dans  Tair,  pèse  7  grammes  de  son  poids. 
Combien  perdrait- il  : 

1°  Dans  Tacide  carbonique,  dont  la  densité  est  1,524; 

2*  Dans  Thydrogène,  dont  la  densité  est  0,069? 
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Solntion. 

Plus  la  densité  d'un  gaz  est  grande,  plus  grande  est  la  perte  qu'é- 
prouve le  poids  d'un  corps  plongé  dans  ce  gaz.  Bien  plus,  si  le  gaz 
est  2,  3,  4  fois  plus  dense  que  l'air,  la  perte  sera  2,  3,  4  fois  plus 
grande  que  dans  Tair.  ' 

La  perte  de  poids  éprouvée  par  un  corps  plongé  dans  une  masse 
gazeuse  s'obtient  donc  en  multipliant  la  perte  subie  dans  Pair  par  la 
densité  du  gaz  dont  il  s'agit. 

On  voit  par  là  que  la  perte  subie  par  le  corps  plongé  dans  Tacide 
carbonique  est  • 

78'X1,S24=40«',668, 

et  que  la  perte,  dans  l'bydrogène,  est 

7«'X  0,069  ==:0»',483. 

PROBLÈME  XIV. 

Un  litre  d'air  à  0®,  et  à  la  pression  0,76,  pèse  1*',293. 
On  demande  : 

1  "  Ce  que  pèse,  à  la  même  température  et  à  la  même 
pression,  un  demi-stère  de  boiis  dont  la  densité  est  |; 

2°  Quel  serait  le  côté  d'un  cube  de  laiton  qui  pèserait, 
dans  Tair,  autant  que  le  demi-stère  de  bois,  sachant  que 
la  densité  du  laiton  est  8,3. 

SolatioB. 

1<^  On  sait  que  1  mètre  cube  d'eau  pèse,  dans  le  vide^  1000  kil. 

et  par  suite,  ^  mètre  cube » 500  kil. 

Donc  ^  mètre  cube  de  bois  pèse,  dans  le  pide,  500  X  |  =  250  kil. 

Le  poids  d'un  demi-stère  de  bois,  dans  Vair,  sera  égal  à  250  kilo- 
grammes moins  le  poids  de  Pair  déplacé,  c'est-à-»dire  moins  le  poids 
d'un  demi*mètre  cube  d'air. 


1 
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Or  1  litre  d*air  pèse,  d'après  l'énonce,  1^^293;  donc  ^  mètre  cube 
ou  500  litres  d*air  pèse  646^',  5.  Il  en  résulte  que  le  poids,  dans  tair, 
d'un  demi-stère  de  bois,  est 

250"—  0ktt,6465  =  249^,3535. 

2o  Quel  serait  le  côté  d'un  cube  de  laiton  pesant,  dans  Pair,  au- 
tant que  le  demi-stère  de  bois? 

Soit  a  le  coté  de  ce  cube*  Le  poids  di^ube,  dems  le  pidcj  est 

P  =  a».D  =  8,3û^; 
son  poids,  dans  Pair^  exprimé  en  grammes,  est  donc 

P'  =  8,3  fl^  — 1,293  «•  =  fl^(8,3  —  i  ,293). 
» 

Comme  le  poids  P'  du  cube  de  laiton  doit  égaler  celui  du  demi- 
store  de  bois,  on  a 

«•{8,3  — 1,293)  =249353,5, 

.        249353,5  //249353,5 

^""  ^=8,3-1,293     ^'    ^  =  V-TÔÔ7-- 

Tjpe  du  calcul* 
log«  =  à  (log  249353,5  -f-L  7,007). 

log  249353,5  =  5,3968154 
L  7,007  =1,1544679 

log  a  =  ^[4,5512833]. 

a  =  32%892. 

PROBLÈME  XV. 

Un  cube  creux,  en  cuivre,  a  O'^^OÔ  de  côté;  ce  cube 
pèse  1 02  gramn)es.  Il  est  lesté  par  une  balle  de  plomb 
de  0",0i  de  rayon.  La  densité  du  plomb  est  11,352 
(fig.  8). 
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Le  système  de  ces  deux  corps  plonge  entièrement  et 
est  en  équilibre  dans  une  dissolution  saline. 
Quelle  est  la  densité  de  cette  dissolution? 

SoiatioB. 

Puisque  le  système  plonge  entièrement  et  est  en  équilibre  dans  la 
Fig.  8.  dissolutio]> saline, 

[i]  le  poids  du  cube  creux -|-  le  poids  de  la  balle 

=  le  poids  du  liquide  déplace. 

Or, 

« 
le  poids  du  cube  creux =  lOâ*'; 

le  poids  de  la  balle  de  plomb  =  (^tt  X  i*)Xi  ^  ,352; 

le  poids  du  liquide  déplacé.  =  (^  ic  X  ^*  -4-  ^)x. 

« 

L'équation  [1]  devient  donc 

[8]  iOÎ+|itXli,35â  =  (|«  +  5»):r, 

PROBLÈME  XVI. 

Un  rouleau  cylindrique ,  en  bois  de  hêtre,  flotte  hori- 
Fig.  9.  zontalement  sur  Teau  ;  le 

poids  spécifique  du  hêtre 
est  0,852.  On  demande 
le  rapport  du  volume  im- 
mergé   au    volume    qui 


surnage. 


SolatloB. 


Les  deux  volumes  en  question  ont  même  hauteur  (fig.  9)  ;  ils  sont 
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donc  entre  eux  comme  leurs  bases,  c'est-à-dire  comme  les  segments 
de  cercle  Si  et  S|. 

Cherchons  le  rapport  de  ces  deux  segments. 

Puisque  le- rouleau  de  hêtre  flotte,  le  poids  de  Teau  déplacée  par 
ce  rouleau  égale  celui  du  rouleau  lui-même.  Or, 

le  poids  de  Peau  déplacée.  ...  =SiA 

le  poids  du  cylindre  de  hêtre»  ss  (Si -|- Ss)  A^. 

De  là  l'équation  S|/i  =  (Si  +  S^hd , 

j.  ^  St      i—d      1  —  0,852      ^,^^ 

Par  conséquent ,  S|  =  0,1 73  S^. 

PROBLÈME  XVU. 

Un  parallëlipipède  de  glace,  dont  les  dimensions  sont 
10"*,50/l5™,75et  20™,45,  plonge  dans  l'eau  de  la  mer. 
La  densité  de  la  glace  est  0,930,  et  celle  3e  Teau  de  mer 
1,026. 

Quelle  sera  la  hauteur  du  parallëlipipède  au-dessus  de 
la  surface  de  la  mer  ? 

SolatioB. 

Soient  V  le  volume  du  bloc  de  glace,  c  le  volume  d'eau  déplacé, 
Fif.  40.  I)  1a  densité  de  la  glace  et  D'  la  densité 

^ , de  Peau  de  mer. 

^fe      Puisque  le  corps  flotte,  le  poids  du  vo- 
:^S  lume  d'eau  qu'il  déplace  est  égal  au  poids 
7^    même  de  ce  corps. 

V  et  f'  ont  donc  le  même  poids;  de 
plus,  ces  volumes  étant  différents,  sont  en  raison  inverse  des  densi- 
tés; donc  (fig.  iO) 

7-D* 


SCIENCES  PHYSIQUES.  391 

D'autre  part,  les  parallélipipèdes  de  mêtne  base  Y  et  p  soHt  entre 
eux  comme  leurs  hauteurs  ;  donc 

A  cause  du  rapport  commun,  il  vient 

» 

H      D'  .^      „  D 

/r=D       **      *  =  H.D', 

c'est-à-dire,  en  substituant  aux  lettres  leurs  valeurs, 

-  A  930 

/%t  =  10,50Xr^î3T  =  9»,518,     d'où    :trt  =  0->,982. 

i,Uzo 

En  remplaçant  H  par  les  deux  autres  valeurs  15,75  et  20,45,  on 
obtient  encore 

A,=18,7SXf^=14-,276,     d'où    x,=  i">,47i 

0  <)30 
et  ^,  =  20,45  X7^-:îS^  =  iB«,536,     d'où     X8  =  4«,9i4. 

l,Uzo 

PROBLÈME  XVIII. 

Un  morceau  de  bois,  dont  la  densité  est  0,729,  a  la 
forme  d'un  cône  droit.  On  le  fait  flotter  sur  Teau  de  ma- 
nière que  le  cône  soit  vertical,  en  mettant  d'abord  le 
sommet  en  bas,  puis  le  sommet  en  haut.  On  demande  : 

1®  Quelle  fraction  de  la  hauteur  du  cône  s'enfoncera 
dans  la  première  position  ; 

2®  Quelle  fraction  de  cette  même  hauteur  s'enfoncera 
dans  la  seconde. 

*  flkiiiitioii. 

1^  Le  cône  de  bois  et  le  volume  d'eau  déplacée  ont  même  poids, 
puisque  le  cône  flotte  ;  les  volumes  de  ces  corps  sont  donc  en  raison 
inverse  des  densités  du  bois  et  de  Teau. 
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Si  donc  on  représente  par  Y  (fig.  il)  le  volume  du  morceau  de 
bois,  par  v  celui  de  l'eau  déplacée,  par  D  la  densité  du  bois  et  par 
Fig.  H.        D'  =  1  celle  de  Teau,  on  aura 

V_D' 

Mais  les  cônes  Y  et  <>  sont  semblables  ;  leurs  vo- 
lumes sont  donc  entre  eux  comme  les  cubes  de  leurs 
hauteurs  ;  par  conséquent, 

A  cause  du  rapport  commun,  il  vient 


H» 

A» 


D' 

D  * 


ou,  en  substituant  aux  lettres  leurs  valeurs, 


H» 


i 


d'où 


A»  ~  0,729' 
A»  =  H»  X  0,729 , 


et 


A  =  Hv^0,729  =  0,9H. 


2*  Quelle  fraction  de  la  hauteur  s'enfonce  dans  l'eau,  quand  on 
Fig.  42.        plonge  le  cône  de  bois  le  sommet  en  haut? 

Le  cône  de  bois  et  le  tronc  de  cône  d'eau  déplacée 
ont  même  poids,  puisque  le  morceau  de  bois  flotte 
(fig.  12);  le  rapport  de  leurs  volumes  est  donc  égal 
au  rapport  inverse  de  leurs  densités  : 

Y       D' 

Dans  cette  expression.  Y'  =  Y  —  v. 
D'autre  part,  on  sait  qne  les  deux  cônes  semblables,  dont  les  hau- 
teurs sont  H  et  A,  sont  entre  eux  comme  les  cubes  de  ces  hauteurs  : 

Y  — ^ 


On  en  déduit 

[2] 
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V— ('~H»— A«' 


En  comparant  les  eipressions  [i]  et  [2],  on  a,  à  cause  du  rapport 


commun, 


H»  D^ 

H»— -A'^^D' 

H»D  =  H»D'-~/i»D'. 


A» 


_H»(D^  — D) 


PROBLÈME  XIX. 

Un  cylindre  de  platine  a  2  centimètres  de  hauteur;  on 
y  adapte  un  cylindre  de  fer  de  même  rayon. 

Quelle  hauteur  faut-il  donner  au  cylindre  de  fer,  pour 
que  sa  base  supérieure  affleure  le  niveau  du  mercure, 
quand  on  plonge  le  système  dans  ce  liquide.  On  sait 
que  la  densité  du  mercure  est  13,596;  celle  du  platine 
21,59,  et  celle  du  fer  7,788? 


Fig.  4  3. 


1 

¥9 
7.7BB 

.a-r^ 

—  — 

P 

=^,—13.64» r- 

et  de  platine. 


Solntion. 

Le  poids  du  cylindre  de  platine  stcR'HD, 
celui  du  cylindre  de  î^ =  ?iR' xD'. 

Hg  Puisque  le  système  flotte  dans  le  mercure 
(fig.  43)  ,  le  poids  du  mercure  déplacé  est 
égal  à  la  somme  des  poids  des  cylindres  de  fer 
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Oi'  le  poids  du  mercure  déplacé  =  )tR' (H -|-j)D";  donc 

TtR'(H-fx)D"  =  «R'(HD+:rD'j, 

(H4-^)D''  =  HD+3:D'. 

HD'  +  a^D*  =  HD  +  *D', 

«(D"— D')  =  H[D  — D"), 

,,  ,  H(D  — D'} 

d'où  ,  =  _L____Z. 

Substituons  aux  tetires  leurs  valeurs  : 

_a(81,S9  — 13,596) 
^~    13,396  —7,788 


PROBLEME   XX. 

Vie-  M-         .  Un  pèse-acide    s'enfonce    dans    l'acide 

sulfurique,  dont  la  densité  est  1,8,  jusqu'à 

la  soixante-sixième  divisîpn.  On  demande  : 

1'  Quelle  est  la  densité  de  l'eau  salée  qui 

a  servi  à  la  graduation  de  l'inslrument; 

2°  Quel  est  le  rapport  du  volume  d'une 
des  divisions  de  l'instrument  au  volume 
total. 

SolatIvB. 

i"  L'aréomètre  plongé  dons  l'eau  pure  s'enronce- 
niit  jusqu'au  wro  de  l'échelle,  c'est-à-dire  jusqu'à 
l'extrémité  supérieure.  Plongé  dans  l'acide  sulfuri- 
que, il  s'enfonce  seulement  jusqu'à  ta  66*  division 
(fig.U). 
Les  volumes  V  de  l'eau  pure  et  v  de  l'acide  sulfu- 
rique, déplacés  par  l'instrument,  ont  pour  pends  le  poids  même  de 
l'aréomètre,  puisque  l'aréoméire  flotte. 
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Calcul  de  Y  et  de 

Ces  Yolames  Y  et  v,  ayant  même  poids,  sont  en  raison  inverse  des 
densités  des  liquides  dans  lesquels  on  a  plongé  rinstrumenl  : 


ou  bien,  comme  Y  =  f'  4~  ^^  f 


d'où 


Y      4,8 

66, 

j^  +  66       1,8 

0-1-66=:  1,8^, 

66==('(!,8  — 

•1) 

.=„^=«,». 

et 


Alors  Y  =  P  +  66  =  82,5  +  66  =  1  W,5. 

Calcul  dç  la  densilé  de  Teau  salée. 

Si  Ton  plonge  maintenant  l'aréomètredans  Peau  salée,  on  a,  puisque 
dans  l'eau  salée  Tinstrument  plonge  jusqu'à  la  15'  division, 

volume  de  Peau  salée  déplacée  ==  Y —  1 5  j 

d'autre  part, 

volume  de  l'acide  sulfurique  déplacé  =  p. 

Ces  volumes,  ayant  même  poids,  sont  en  raison  inverse  des  densi- 
tés; donc  . 

V— 15_1,8 

,    ,.    ,.  148,5  —  15      1,8 

c'cst^-dire  -— =  -i- , 

oX,5  X 

133,51,8 
82,5  "■  X  ' 
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Ainsi  :  1*  La  densité  de  Veau  salée  est  i  ,112. 

2®  Quel  est  le  rapport  du  volume  d^une  des  divisions  de  Tinstru* 
ment  au  volume  total? 

148*''^, 5  ont  pour  volume.  • . . . .     V 

V 

1  division  aura  pour  volume. .  tt^s* 

'^  14o,D 

PROBLÈME  XXI. 

Pig.  45.  On  fabrique  avec  de  for,  dont 

=r^  la  densité  est  19,362,  des  feuilles 
qui  ont  ^^^^^  de  millimètre  d'é- 


S  ssX 


//  //      paisseur  (fig.  15). 

Quelle  surface  peut-on  recou- 
vrir avec  1   gramme  de  ces  feuilles? 

SointioB. 

Ces  feuilles  d'or  ont  la  forme  de  parallélipipèdes  dont  la  base  est 
inconnue  et  dont  la  hauteur  est  xû^  ^®  ^*^'^* 
Le  poids  de  ces  feuilles  est  donné  par  la  formule 

[1]  P  =  VD. 

Or,  P==lKr    et    V  =  :trXTôéMXOV=^XîTnfc(njcenlimèt. 
La  formule  [1]  devient  donc 

1  =  a:  X  0,00001  X  19,362 , 

d'où  X  = =  5164«'ï.7. 

,0,00001X19,362  ' 

PROBLÈME  XXn. 

Indiquer  le  poids  de  la  pièce  de  5  francs  et  son  titre. 
En  déduire  le  volume  d'argent   et  de  cuivre  qu'elle 
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contient.  On  sait  que  le  poids  spécifique  de  l'argent  est 
1 0,474,  et  celui  du  cuivre  8,788. 

On  demande  aussi  quelle  est  Tépaisseur  de  cette  pièce, 
sachant  que  son  diamètre  égale  0"*,037. 

Solatioii. 

1<*  La  pièce  de  5  francs  en  argent  pèse  25  grammes,  et  elle  est  au 
titre  de  0,9;  elle  contient  donc  S^^^S  de  cuivre  et  Si*',  5  d'argent  pur. 
Diaprés  cela,  le  volume  de  l'argent  est 


et  celui  du  cuivre,     Vca  =  ^^  =  0%284479. 

o,7oO 


Le  volume  total  est  donc  V  =  2^,432654. 

2*  Quant  à  l'épaisseur  de  la  pièce,  on  l'obtient  au  moyen  de  la 
relation 

d'où  A  =  -^=0%2262. 

PROBLÉUE  XXUI. 

Les  décimes  à  Teiligie  de  Napoléon  III  pèsent  10  gram- 
mes et  sont  composés  d'un  alliage  de  0,95  de  cuivre, 
0,04  d'élain  et  0,01  de  zinc.  La  densité  du  cuivre  est 
8,85,  celle  de  Tétain  7,29,  et  celle  du  zinc  7,12. 

Combien  faudrait-il  de  ces  pièces  pour  fournir  le  mé- 
tal nécessaire  à  la  fabrication  d'une  sphère  du  même  al* 
liage  et  de  0'",25  de  diamètre? 
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Sointioii. 

Yolume  d*iin  décime. 
Le  poids  du  cuivre  qui  entre  dans  une  pièce  de  i  0  centimes  est 

d'où  Vc„  =  ?^  =  -^. 

Dca      8,85 

Pareillement,-  Vs.  =  ^_  =  ^, 


et  enfin  Vzn  =  :;:—  = 


Pzn  _  0,i 


Le  Volume  d'une  pièce  de  i  0  centimes  est  donc 

cest.à.dire  Y^—+—^  +  — 

=  4,1424. 

Yolame  de  la  sphère  proposée. 

Quant  à  la  sphère  en  question,  son  volume  est  donné  par  la  for- 
mule 

«  X  25» 


i^D»  = 


6 


Nombre  de  pièces  nécessaires  i  la  fabrication  de  cette  sphère. 

ic  X  25* 
Autant  de  fois  — - —  contiendra  1,1424,  volume  iC une  pièce  de 

10  centimes,  autant  la  sphère  exigera  de  pièces  de  10  centimes  pour 
sa  fabrication. 
Soit  N  le  nombre  de  ces  pièces  : 

jc><25^_ 
^-6XM424~^*^*- 
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PROBLÈME  XSIV. 
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Une  cloche  ep  verre,  pesant  20  grammes  quand  elle 
est  vide,  est  remplie  d^eau  et  placée  au-dessus  des  fils  de 
platine  d'un  voltamètre.  L'eau  du  voltamètre  recouvre 
entièrement  la  cloche,  qui  repose  sur  le  fond  du  vase. 

On  attache  cette  cloche  (fig.  1 6)  à  Text rémité  du  fléau 
d'une  balance.  A  l'autre  bras  du  fléau  et  à  la  moitié  de 
sa  longueur,  on  suspend  un  poids  de  16  grammes.  Ce 

Fig.  16. 


poids  peut  glisser  sans  frottement  sensible  le  long  du 
fléau,  lorsque  celui  ci  cesse  d'être  horizontal. 

Quelle  quantité  d'eau  faut-il  décomposer  pour  que  la 
cloche  se  soulève  et  que  le  poids  se  mette  à  glisser? 

On  sait  que  la  densité  de  l'air  est  la  774*  partie  de 
celle  de  l'eau;  que  les  densités  de  l'oxygène  et  de  l'hy- 
drogène, par  rapport  à  l'air,  sont  respectivement  1,1056 
et  0,069,  et  enfin  que  le  poids  spécifique  du  verre  est  2,5. 


Solution. 

La  cloche,  plongée  dans  l'eau,  perd  de  son  poids  un  poids  égal  à 
celui  du  volume  d*eau  qu^elle  déplace.  Ce  volume  est 

D      2,S 
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Comme  chaque  centimètre  cube  de  Peau  légèrement  acidulée  du 
YoUamètre  pèse  sensiblement  i  gramme,  la  cloche  perd  8  grammes 
de  son  poids  et  ne  pèse  plus  que  42  grammes. 

Cherchons  maintenant  le  volume  de  gaz  qui  doit  être  produit  pour 
que  les  16  grammes  suspendus  au  milieu  de  l'autre  bras  du  fléau  fas- 
sent équilibre  à  la  cloche. 

Soit  X  centimètres  cubes  le  volume  de  gaz  qui  provient  de  la  décom- 
position de  l'eau;  le  poids  d'un  pareil  volume  d'eau  torait  x  gram- 
mes ;  le  même  volume  de  gaz  pèsera  xd — Xy  en  désignant  par  d  la 
densitéy  par  rapport  à  Peau,  du  mélange  d'hydrogène  et  d'oxygène. 
Ce  dernier  poids  sera  négatif  et  aidera  à  l'ascension  de  la  cloche. 

Ainsi,  d'une  part,  le  poids  de  la  cloche  devient 

i^-^xd — X. 

D'autre  part,  le  poids  de  4  6  grammes  placé  au  milieu  du  second  bras 
de  levier  se  trouve  réduit  à  8  grammes.  Pour  que  le  système  soit  en 
équilibre,  il  faut  donc  que  l'on  ait 

12-j-XÉ?— ar  =  8, 

.r(4  — flQ  =  4, 


X 


On  voit  par  là  que  la  quantité  d'eau  décomposée  est 

Mais  ^_,  /i.lOS6 +  0.069 X2\       0,4445 

Mai.  rf_g^  —  J—fUr' 

Par  suite, 

0.41 4S 
U  •    774      ^        4.6380       ^^^^^^^ 


1  — ^  0,4145       774—0,4145 

774 
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PROBLÈME  XXY. 

On  forme  un  alliage  de  deux  métaux  dont  les  densités 
respectives  sont  d^  et  ^,.  On  demande  la  densité  d'un  al- 
liage àe  p^  kilogrammes  du  premier  métal  et  àep^  kilo- 
grammes du  deuxième,  sachant  que  le  volume  total  a 

subi  une  contraction  égale  à  -. 

Solution. 

D'après  la  formule  P  =  VD , 

p 
de  laquelle  on  déduit  Y  =  — , 

on  a  pour  volumes  respectifs  des  métaux  qui  composeut  Talliage, 

.,--     et    ..-^. 

Le  volume  de  Talliage  serait  donc,  s'il  n'y  avait  pas  de  contraction , 

A  cause  de  la  contraction,  le  volume  se  réduit  à 

=(S+S)(*-^> 

Soit  a  la  densité  cherchée,  le  volume  de  l'alliage  sera 

a 
PR.  DE  MATH.  26 


j    I 
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De  là  réquation 


d'où 

RI      j—  Pi  +  Pi  __        (Pi  +  P%)^idtm 

Bemarqne.  —  Si,  au  lieu  d'une  contraction,  une  dilatation  se 
produisait,  le  calcul  conduirait  à  la  formulé 

EXERCICES. 

12.  Quel  effort  exigerait  pour  être  soutenu,  dans  du 
mercure  à  0%  1  décimètre  cube  de  platine  ?  On  sait  que 
la  densité  du  platine  est  21,5  et  celle  du  mercure  13,6. 
—  Rép.  7"S900. 

13»  Une  sphère  de  platine  pèse  dans  Fair  84  gram- 
mes; dans  le  mercure  elle  ne  pèse  que  22*%6.  Quelle  est 
la  densité  du  platine,  1  *  par  rapport  au  mercure,  2®  par 

rapport  à  Teau  ?  —Rép.  r  i^;  2**  18,6. 

14.  On  a  pesé,  à  la  même  température,  un  fragment 
de  métal  M,  d*abord  dans  Tair,  puis  dans  Feau,  et  en6o 
dans  un  liquide  A.  On  a  trouvé  de  la  sorte  5'',2I9  pour 
son  poids  dans  Tair  ;  4^%1 32  pour  son  poids  dans  Teau,  et 
5"^, 009  pour  son  poids  dans  le  liquide  A.  On  demande  : 
1  "*  quelle  est  la  densité  du  métal  ;  2"^  quelle  est  celle  du 
liquide  A  par  rapport  à  Teau?  —Rép.  rfj=4,80l  ; 
rf,  =  0,193. 
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15«  On  plonge  par  le  sommet,  dans  du  mercure  dont 
la  densité  est  13,596,  un  cône  de  fer  ayant  22  centimètres 
de  hauteur.  Le  rayon  de  la  base  du  cône  est  0%5,  et  le 
poids  spécifique  du  fer  est  7,788.  De  combien  le  cône 
s'enfoncera-t-il  dans  le  mercure?  —  Rép.  j;==  18%271. 

16.  Le  poids  de  l'air  atmosphérique  est  la  770®  partie 
du  poids  de  l'eau.  Déterminer  le  poids  de  l'air  contenu 
dans  un  cylindre  dont  la  circonférence  de  la  base  est 
0"^,3  et  la  hauteur  0"^,8.  —  Rép.  7«',7. 

)f^7.  Dans  un  tube  capillaire,  on  a  une  colonne  de 
mercure  qui  pèse  1  gramme  à  0^  et  doiit  la  longueur  est 
0"',137.  On  demande  le  diamètre  du  tube,  sachant  que 
le  poids  spécifique  du  mercure  est  13,598,  —  Rép. 
^=0"*,  000826. 

18. /Quel  est  le  diamètre  d'un  fil  de  platine  qui  pèse 
28  grammes  par  mètre  de  longueur?  On  sait  que  la  den- 
sité du  platine  est  22,06.  —  Rép.  ^=  r",271 . 

19.  On  a  un  fil  d'argent  de  0",0015  de  diamètre.  Ce 
fil  pèse  3«',2875.  La  densité  de  l'argent  est  10,47.  On 
couvre  ce  fil  d'une  couche  d'or  de  0"',0002  d'épaisseur. 
La  densité  de  For  est  1 9,26.  Quel  est  le  j)oids  de  l'or 
ainsi  employé?  —  Rép.  a:=3*',655. 

20.  Un  vase  cylindrique  a  pour  diamètre  intérieur 
0'",25',  on  y  verse  30  kilogrammes  de  mercure  dont  a 
densité  est  13,6,  et  2  kilogrammes  d'alcool  dont  la  den- 
sité est  0,79.  A  quelle  hauteur  les  deux  liquides  s'élèvent- 
ils  dans  le  vase  ?  —  Rép.  A  =  0'',965. 

21 .  On  fond  ensemble /?!  kilogrammes  d'un  métal  dont 
le  poids  spécifique  est  d^ ,  et  p^  kilogrammes  d'un  autre 
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métal  dont  le  poids  spécifique  est  d^.  Le  poids  spécifique 
de  Talliage  est  è.  On  demande  s'il  y  a  eu  contraction  ou 

dilatation  ,    et    quel    est   le    coefficient   -.    —  Rép. 
^.  1  ^  (M+M)^-  {p.+P.Hd,^    2*  Pour  qu'il   y   ait 

contraction,  il  faut  qu'on  ait  a>.    '^T*  J  * 


S  3.  PRINCIPE  D'ÂRGHIMÊDE  APPLIQUÉ  AUX  GAZ.  *-  AÉROSTATS. 

Notions  préliailnalrea. 

11.  Appucation  du  PEI9CIPE  d'Abchimède  avx  gaz.  —  Le  principe 
d'Archimède  s* applique  aussi  bien  aux  gaz  qu'aux  liquides  ;  on  peut 
donc  dire,  d'une  manière  générale,  que  tout  corps  plongé  dans  un 
fluide  perd  une  partie  de  son  poids  égale  au  poids  du  fluide  qu'il  dé- 
place. Ou  rend  sensible  Tinfluence  de  la  poussée  que  l'air  exerce  sur 
les  corps  au  moyen  d'un  instrument  dû  à  Otto  de  Guéricke  *,  le  ba~ 
roscojye, 

12.  Ai&osTATS.  —  Lorsque  le  poids  de  Tair  déplacé  par  un  corps 
excède  le  poids  de  ce  corps,  celui-ci  s'élève  comme  un  bouchon  de 
liège  dans  une  masse  liquide.  C'est  sur  ce  principe  que  repose  l'as- 
cension des  aérostats. 

Les  aérostats  ou  ballons  sont  formés  d'une  enveloppe  légère  et  im- 
perméable dans  laquelle  on  emprisonne  de  l'air  chaud  ou  du  gaz  hy* 
drogène.  Si  le  poids  total  de  l'étoffe  dont  Tenveloppe  est  faite,  du 
gaz  qui  remplit  le  ballon,  de  la  nacelle,  etc.,  est  calculé  de  manière 
à  être  inféneur  à  celui  du  poids  de  Pair  déplacé,  le  ballon  s'élèvera 
dans  l'atmosphère. 

L'invention  des  aérostats  est  due  aux  frères  Montgolfier**^. 


*  Otto  i/«  Guéricke f  physicien,  né  à  Magdebourg  en  1602,  mort  à  Ham- 
bourg en  1686. 

**  Joseph-Michel  et  Jacques-Etienne  Montgolfier^  physiciens  fran^,  nés 
à  Vidalon-lès-Annonay,  le  premier  en  1740,  le  deuxième  en  1745.  Etienne 
mourut  en  1799,  et  Joseph  en  1810. 
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PROBLÈME  XXVI. 

r 

Le  poids  spécifique  d'un  corps  est  D;  P  représente  les 
poids  gradués  qui  lui  font  équilibre;  ces  poids  sont  en 
cuivre,  et  la  densité  du  cuivre  est  #r^Le  poids  spécifique 
de  Tair  au  sein  duquel  se  fait  la  poussée  est  j&  9 

On  demande  quelle  correction  doit  être  faite  par  suile 
de  la  poussée  de  l'air. 

SolntloD. 

Soit  X  le  poids  inconnu  du  corps  que  l'on  veut  peser.  Le  volnme 
de  ce  corps  sera 

X 

Pareillement,  le  volume  des  poids  gradués  sera 

^=\ 

La  pression  exercée  par  ces  poids  sur  le  plateau  de  la  balance  est 

p 
égale  au  poids  P,  moins  le  poids  d'un  volume  -  d'air.  Cette  pres- 
sion est  donc  égale  à 

p_î.»=p(._?). 

De  même,  la  pression  exercée  par  le  corps  placé  dans  l'autre  plateau 
est 

On  a  donc,  puisqu'il  y  a  éqidlibre  dans  l'air, 


-('-5)=K'-S)' 


et  ....         ■' -^  •■^Zl^d' 
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« 

Le  ballon  étant  sphérique,  sa  surface  est  donnée  par  la  formule 

[1]  S  =  47cR«. 

Cherchons  la  valeur  de  R. 

On  sait  que  V  =  --^. 

On  en  déduit  3V  =  47cR», 


et 


^=\/u- 


Remplaçons  les  lettres  par  leurs  valeurs,  nous  aurons 


.=v/ 


3X904,780^  g    et    R-36. 


La  formule  [i]  devient  donc 

S  =  4tc.36  =  452">%39; 

et  comme  chaque  mètre  carré  de  taffetas  verni  pèse  250  grammes,  le 
poids  du  taffetas  employé  est 

P  =  250  X  452,39  =  133»^«,097. 
PROBLÈME  XXIX. 

Calculer  la  force  ascensionnelle  d'un  ballon  sphërique 
en  taffetas  qui  pèse  vide  63^",62,  sachant  que  le  taffetas 
verni  pèse  0^'^250  le  mètre  carré,  que  le  mèlre  cube 
d'hydrogène  pèse  0^",iOO,  et  enfin  que  le  mètre  cube 
d'air  pèse  i"\300. 

SotntloA. 

On  sait  déjà  que  le  poids  de  Penveloppe 

Chaque  mètre  carré  de  taffetas  pesant  0^,250/  autant  de  fois 
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O'^'^SSO  sera  contenu  dans  63^'\62,  autant  il  y  aura  de  mètres  carrés 
dans  Penveloppe. 
On  obtient  ainsi 

0,250  '     ' 

c'est-à-dire  4  itR*  =  254™-^,48. 

De  cette  égalité  on  tire 

_,      254,48       63,62 

R  ==— = , 

kit  ic 

R=y/?M!  =  4,«0. 

Connaissant  R,  connaissant  la  surface  du  ballon  47rR*=254'"*^,48, 
si  je  multiplie  cette  surface  par  ^R,  j'aurai  : 

47cR«XiR=  5  7rR«  =  vol.  du  ballon  =r  254^48  X  4 ,8  =  381«*«,720. 

« 
Comme  chaque  mètre  cube  d*hydrogène  pèse  100  grammes, 

38i«  «,720  pèseront  100  X  381,720=  381728' =  38«i,172. 

« 

Le  poids  de  l'hydrogène  qui  remplit  le  ballon  est  donc 

/?'=i38''",172. 

Ainsi  p  =   63^'\  62  poids  du  taffetas  verni, 

p'=   38   ,172  poids  de  Thydrogène  ; 

P=p-f-/?'  =  101^^,792  poids  total  du  ballon. 

Le  volume  d'air  déplacé  est  celui  du  ballon^  c'est-à-dire 

381"*%720; 
Chaque  mètre  cube  d'air  pèse  i^*^3,  le  poids  de  l'air  déplacé  est  donc 

381 ,720  X  1 ,3  =  496^,236. 


CHAPITRE  IIL 

PRESSION  ATMOSPHÉRIQUE. 

NotloBS  préllHilAalres. 

15.  Pbession  atmosphérique.  —  L'atmosphère  qui  enveloppe  notre 
globe  et  est  emportée  avec  lui  dans  Tespace  est,  comme  tous  les  au- 
tres corps,  soumise  à  Taciion  de  la  pesanteur.  Il  en  résulte  qu'elle 
exerce,  à  la  surface  de  la  terre,  une  certaine  pression,  qu'on  désigne 
sous  le  nom  de  pression  atmosphérique. 

14.  Baromàt&e. —  On  démontre  l'existence  de  la  pression  atmo- 
sphérique au  moyen  des  expériences  du  crève-vessie  et  des  hémisphè^ 
res  de  Magdebourg.  Qaant  à  la  valeur  de  la  pression  exercée  par  l'at- 
mosphère, on  l'obtient  à  l'aide  d'un  instrument  fondé  sur  l'expérience 
de  Toricelli  *,  le  baromètre. 

On  distingue  plusieurs  espèces  de  baromètres  :  le  baromètre  à 
cuvette  ordinaire,  le  baromètre  de  Fortin,  celui  de  Gay-Lussac'^*  et 
le  baromètre  à  cadran. 

Variations  de  la  hauteur  barométrlqne.  —  La  hauteur  de  la 
colonne  barométrique  est  sujette  à  deux  espèces  de  variations  :  1®  les 
variations  accidentelles ,  qui  n'offrent  aucune  régularité  dans  leur 
marche;  on  les  observe  surtout  dans  nos  climats;  2"  les  pariations 
diurnes  qui  se  reproduisent  chaque  jour  avec  une  telle  régularité, 
qu'elles  font  du  baromètre  une  véritable  horloge;  on  les  observe 
surtout  à  l'équateur  et  dans  les  régions  intertropicales. 

13.  Usages  du  BÂROMiTBE»  —  On  peut  dire,  d'une  manière  géné- 
rale, qu'en  France  le  baromètre  s'élève  quand  le  temps  doit  être  beau 
et  sec,  et  qu'il  s'abaisse  dans  le  cas  contraire.  De  là  l'emploi  du  ba- 


Disciple  de  Galilée.  L'expérience  de  Toricelli  fut  faite  en  1643. 
GajT'Lussacy  physicien  français,  né  en  1778,  à  Saint-Léonard  (Haute- 
Vienne)  ,  mort  en  \  850 . 


*♦ 
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roaiètre  pour  prévoir  les  variations  atmosphériques.  Le  tableau  sui* 
vaut  permet  de  faire  ce  genre  de  prédiction  : 

Hauteur  en  millimëlres.  État  de  Tatmosphère. 

731  Tempête. 

740  Grande  pluie. 

749  Pluie  ou  vent. 

758  Variable. 

767  Beau  temps. 

776  , , Beau  fixe. 

785  Très-sec. 

On  se  sert  également  du  baromètre  pour  mesurer  la  hauteur  des 
montagnes.  Cette  mesure  s'effectue  au  moyen  de  la  formule  suivante, 
due  à  Laplace  ^  : 

[I]    X==18393log?j^4+?^^±i^](l +0,002837 cosâX). 

Dans  cette  formule,  X  représente  la  distance  des  deux  stations, 
H  la  hauteur  du  baromètre  à  la  station  inférieure  et  h  la  hauteur  à  la 
station  supérieure.  T  et  /  sont  les  températures  de  Pair  qui  corres- 
pondent à  chaque  observation  ;  X  est  la  latitude. 

M.  Babinet  a  proposé  récemment  une  formule  plus  simple  : 

m        x=«,».|=-*(.+î£±i'). 

Cette  expression  donne  des  résultats  très-satisfaisants  pour  des 
hauteurs  qui  n'excèdent  pas  iOOO  mètres. 

PROBLEME  XXX. 

Quelle  est  la  pression  moyenne  exercée  par  Tatmo- 


*  Laplace  (P.  Simon,  marquis  de),  géomètre  français,  né  en  1749,  mort 
en  1827.  A  dix-neuf  ans,  il  professait  les  mathématiques  dans  une  école  mi- 
litaire . 
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sphère^  au  niveau  de  la  mer,  sur  une  surface  de  1  mètre 
carré? 

SolntioD, 

La  hauteur  moyenne  du  baromètre,  au  niveau  de  la  mer,  étant 
égale  à  O^^IQ^  la  pression  exercée  par  l'atmosphère  sur  une  surface 
ayant  I  mètre  carré  d'étendue  sera  équivalente  au  poids  d'un  prisme 
rempli  de  mercure,  ayant  une  base  de  i  mètre  carré  et  pour  hauteur 
0",76. 

Le  poids  d'un  pareil  prisme  serait 

P  =  i  X0,76X  13,59 

=  10»°"»«,328. 

AenAT^iie»  —  La  surface  du  corps  humain  est  évaluée  à  i'"'9,50« 
Un  calcul  analogue  à  celui  que  nous  venons  d'effectuer  nous  montre- 
rait que  la  pression  exercée  par  l'atmosphère  sur  un  homme  de 
taille  moyenne  est  de 

16000  kilogrammes  envircm* 

Cette  pression,  loin  de  nous  incommoder,  nous  est  nécessaire. 
Lorsqu'elle  augmente,  les  fonctions  s'exercent  avec  plus  d'énergie  ; 
on  éprouve  un  sentiment  de  bien-être.  Quand,  au  contraire,  le  baro- 
mètre baisse,  on  ressent  une  impression  de  malaise,  de  fatigue, 
comme  si  l'on  portait  un  pesant  fardeau.  On  dit  alors  que  l'air  est 
lourd  ;  on  devrait  dire  qu*il  est  léger. 

PROBLEME  XXKI. 

Calculer  approximativement  le  poids  de  l'atmosphère 
terrestre. 

Combien  faudrait-il  de  cubes  en  cuivre,  ayant  1  kilo- 
mètre  de  côté,  pour  avoir  un  poids  équivalent? 

1<*  Au  niveau  de  la  mer,  avons-nous  dit,  l'atmosphère  fait  équilibre 
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à  une  colonne  de  mercure  ayant,  en  moyenne,  0^,760  de  hauteur,  ou 
à  une  colonne  d'eau  de  iO^'ySSd. 

La  pression  exercée  par  Tatmosphère  à  la  surface  de  la  terre  est 
donc  équivalente  au  poids  d'une  colonne  d'eau  ayant  pour  base  la 
surface  du  globe  terrestre  et  pour  hauteur  10",334  : 

P  =  4ic/*XiO,334 

=  5  263  000  000  000  000  tonnes  environ. 

2*  Le  poids  spécifique  du  cuivre  est  à  peu  près  égal  à  9.  Le  poids 
d'un  cube  en  cuivre  massif  ayant  i  kilomètre  de  côté  serait 

iOOO*  X  0  =  9  000  000  000  tonnes. 

Par  conséquent  il  faudrait,  pour  faire  un  poids  équivalent  à  celui  de 
l'atmosphère,  un  nombre  de  cubes  égal  k 

5  263  000  000000  000  _ 

9ÔÔÔ1[ÔÔÔÔÔ        -  ^^^  ""^• 

PROBLÈME  XXXU. 

Trouver  la  valeur  numérique  de  la  pression  qu'exerce 
Tatraosphère  sur  un  rectangle  dont  un  côté  égale  O'^jiG 
et  la  diagonale  0'",44(fig.  71). 

On  suppose  que  la  hauteur  du  baromètre  est  0,76  et 
la  température  0^ 

Solntlon. 

Fig.  n.  La  pression  qu'exerce  Tatmosphère  sur  le 

rectangle  ABCD  est  égale  au  poids  d^un  prisme 
de  mercure  ayant  pour  base  ABCD,  et  pour 
hauteur  0,76. 

Cherchons  donc  la   surface  du    rectangle 
ABCD. 


se 

i 


aac 


ABGD  =  â6XAB, 

AB  =  yl{44)«— (26)«=35  cent. 
ABCD  =  26  X  35  =  910  cent. 
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On  en  déduit      V  =  9i  0  X  76  =  694  60  cent,  cubes, 

et  P  =  69  460  X  13,6  =  940«',576. 

PROBLÈUE  XXXin. 

Calculer  la  force  nécessaire  pour  soulever  le  piston 
d'une  pompe,  sans  tenir  compte  des  frottements. 

SolntloB. 

Appelons  S  la  section  du  piston , 

P  la  pression  atmosphérique, 
h  la  hauteur  de  Teau  au-dessus  du  piston, 
et  h'  la  hauteur  de  l'eau  au-dessous. 

La  pression  exercée  sur  la  face  supérieure  du  piston  sera  égale  à 

P  +  SA. 

D'autre  part,  la  pression  exercée  de  bas  en  haut  sur  la  face  inférieure 
du  piston  sera 

P— SA'. 

La  force  à  dépenser  aura  donc  pour  expression 

/^=P  +  SA  — (P— SA'}  =  S(A4-A'). 

Henarqne.  —  On  voit  par  là  que  Peffort  à  vaincre  est  représenté 
par  le  poids  de  la  colonne  d'eau  comprise  entre  les  niveaux  inférieur 
et  supérieur. 

EXERCICES. 

26.  Calculer  la  valeur  numérique  de  la  pression  qui 
s'exerce  sur  un  cercle  dont  le  diamètre  égale  1  mètre,  en 
supposant  la  hauteur  barométrique  de  0"*,76.  —  Rép. 
811 5  kilogrammes. 
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27.  Calculer  la  pression  qu'exerce  Tatmosphère  sur 
un  cercle  dont  le  rayon  égale  0",375,  la  hauteur  du  -ba- 
romètre étant  0,74.  —  Rép.  444"*,615. 

28.  Trouver  la  valeur  numérique  de  la  pression 
qu'exerce  l'atmosphère  sur  un  rectangle  dont  un  c6té 
égale  0™,40  et  la  diagonale  0™,60.  On  suppose  que  la 
hauteur  du  baromètre  est  0,75  et  la  température  0\  — 
Rép.  1*°"%795. 

29.  Évaluer,  sans  tenir  compte  des  frottements  et  des 
chocs,  la  force  nécessaire  pour  soulever  le  piston  d'une 
pompe,  sachant  que  la  section  du  piston  égale  95  centi- 
mètres carrés,  que  la  hauteur  de  l'eau  au-dessus  du  pis- 
ton est  O'^ySO,  et  que  la  distance  du  piston  au  niveau  de 
l'eau  dans  le  réservoir  inférieur  est  6  mètres.  —  Rép. 
61*^,750. 


PR.  DE  MATH. 
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CHAPITRE  IV. 

FORCE  ÉLASTIQUE  DES  GAZ. 
$  1.  LOI  DE  MABIOTTE. 

16.  Loi  de  Mabiottb.  —  Deux  choses  peuvent  influer  sur  la  force 
élastique  «L'un  gaz  :  la  température  de  ce  gaz  et  le  volume  qu^ii  oc- 
cupe. Supposons  que  la  température  reste  constante,  et  voyons  quelle 
relation  existe  entre  la  force  élastique  et  le  volume  d'un  gaz.  Cette 
relation,  connue  sous  le  nom  de  loi  de  Mariotte^  peut  être  formulée 
ansi  :' Les' volumes  txxmpés  par  une  même  masse  gazeuse,  à  une 
tempcratmre  constante,  sont  en  raâsan  inverse  des  pressions  qu'elle 
supporte  *.  U  résulte  de  cette  loi  que  Ja  deoistté  d'un  gaz  est  propor- 
tionnelle à  la  pression  à  laquelle  il  est  soumis. 

Remarque.  —  La  loi  de  Mariotte  n'est  pas  exacte  pour  tous  les 
gaz  et  à  toutes  les  pressions  ;  elle  cesse  d'être  rigoureuse  lorsque  les 
gaz  sont  à  une  pression  voisine  de  celle  qui  détermine  leur  liquéfac- 
tion (AT.  Despretz],  Il  existe  même  des  variations,  dans  la  loi,  pour  les 
différents  gaz  :  l'oxygène  et  l'azote  se  compriment  un  peu  plus,  et 
rhydrogène  un  peu  moins  qu'elle  ne  l'indique.  L'acide  carbonique 
présente  de  très-grandes  irrégularités  lorsque  la  pression  est  considé- 
rable. 

17.  Manomètres.  —  On  mesure  le  ressort  des  gaz,  lorsque  ce  res- 
sort dépasse  la  pression  atmosphérique,  au  moyen  d'appareils  nom- 
més manomètres.  On  en  distingue  trois  espèces  .  le  manomètre  à  air 
libre,  le  manomètre  à  air  comprimé  et  le  manomètre  métallique  de 
M.  Bourdon. 

Dans  ces  différents  appareils,  on  prend  pour  unité  de  mesure  la 


*  Les  expériences  qui  firent  connaître  cette  relation  forent  faites  par  Ma- 
riotte^ physicien  français,  né  en  Bourgogne  vers  1620,  mort  en  1684,  et  par 
Boy^te^  savant  anglais,  né  à  Lismore,  en  Irlande,  vers  1626,  mort  en  1691 . 
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pression  atmosphénque,  lorsque  la  hauteur  du  mercure,  dans  le  ba- 
romètre, est  0",760. 

PROSLÈlfE  XXI^IV. 

Un  récipient  renfermant  de  Tair  et  ayant  une  capacité 
de  1540  centimètres  cubes,  pput  être  mis,  à  l'aide  d'un 
robinet,  en  communication  avec  un  large  baromètre  à 
cuvette  dont  le  tube  a  1  mètre  de  longueur  et  une  section 
de  30  centimètres  carrés.  Le  baromètre  marque  0™, 7 6 
au  commencement  de  Texpérience. 

On  ouvre  le  robinet  ;  le  mercure  s'abaisse  dans  le  tube 
et  s'arrête  à  0™,50  du  niveau  dans  la  cuvette. 

On  demande  quelle  était  primitivement  la  pression  de 
l'air  dans  le  récipient . 

La  longueur  du  tube  barométrique  se  compte  à  partir 
du  niveau  du  mercure  dans  la  cuvette,  et  l'on  admettra 
que  ce  niveau  est  sensiblement  invariable.  On  supposera 
de  plus  que  la  température  est  constante  pendant  toute 
la  durée  de  Texpérience. 

Soit  jc  la  pression  cherchée. 

Avant  l'ouverture  du  robinet,  la.  masse  d'air  contenue  dans  Le  réci- 
pient occupe  un  volume  de  1 540  centimètres  cubes  à  la  pression  jt. 

Après  l'ouverture  du  robinet,  la  même  masse  d'air  occupe  un  vo- 
lume de  (1 540  -|-  50  X  30)  centimètres  cubes  =  3040  centimètres 
cubes,  à  la  pression  (76  —  50)  centimètres  =  26  centimètres.  • 

Les  volumes  occupés  par  une  masse  gazeuse  étant  en  raison  inverse 
des  pressions  qu'elle  supporte,  on  a  '^ 

i540_26 
3040  ~^r' 

A'  ^  .      :304t»Xg6_^.,^, 
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PROBLEME  XXXV. 

Un  tube  maintenu  verticalement,  Touvertureen  haut, 
contient  24  centimètres  cubes  d'air  sec. 

Au-dessus  de  cet  air  se  trouve  une  colonne  de  mercure 
de  6  centimètres  de  hauteur.  On  renverse  le  tube  dans 
un  bain  de  mercure,  et  la  hauteur  de  la  colonne  se  ré- 
duit à  5"°',6.  Quel  est  aloi  s  le  volume  occupé  par  le  gaz, 
sachant  que,  pendant  Texpérience,  le  baromètre  marque 
0»,77? 

Solution. 

L'air  répandu  dans,  l'espace  AB  (fig.  i%)  est  soumis  à  la  pression 

Pi  =  77  4-  6  =  83  centimètres. 

Quand  le  tube  est  renversé  dans  le  bain 
de  mercure,  l'air  répandu  dans  l'espace  jc 
n'est  plus  qu'à  la  pression 

P,==77  — 5,6  =  71%4. 

Ainsi  le  volume  24  centimètres  est  sou- 
mis à  la  pression  83^,  et  le  volume  ^  à  la 
pression  71%  4. 

Les  volumes  devant  être  en  raison  inverse 
des  pressions,  on  a  l'égalité  de  rapports  : 


Fig.  48. 


24 


83 
71,4' 


d'où 


24X83 
71,4 


=  27°*«,9. 


PROBLÈME  XXXYL 

La  soupape  d'admission  d'une  pompe  est  à  8",  50  au- 
dessus  de  la  surface  de  l'eau,  et  le  piston,  dont  la  course 
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totale  est  de  O'^^^dS,  reste,  au  point  le  plus  bas  de  sa 
course,  à  0*",03  du  fond  du  corps  de  pompe. 
L'appareil  peut-il  fonctionner? 

Solation. 

Lorsque  le  piston  est  au  point  le  plus  bas  de  sa  course,  Tair  placé 
au-dessous  est  soumis  à  la  pression  atmosphérique;  mais  si  l'on  sou- 
lève le  piston  jusqu'au  point  le  plus  élevé,  l'air  se  raréfiera  et  ne 
sera  plus  à  la  même  pression . 

Soient  P  la  pression  atmosphérique  et  x  la  pression  finale;  les  vo- 
lumes occupés  par  un  gaz  étant  en  raison  inverse  des  pressions  qu'il 
supporte,  nous  aurons  : 

X      0,03       .,  ,  3 

P  =  Ô;38'     ^^^    ^=38^- 

Cette  pression  est  capable  de  faire  équilibre  à  une  colonne  d'eau 
ayant  une  hauteur  égale  à 

40%33X~=0"»,8.... 

La  hauteur  que  l'eau  peut  atteindre  dans  le  tuyau  d'aspiration  est 
donc 

10«,33  — 0,8.  ..  =  9, 

On  voit  par  là  que  la  pompe  pourra  fonctionner. 

PROBLÈME  XXXVII. 

On  a  un  volume  d'air  sec  de  40  centimètres  de  lon- 
gueur sous  760  millimètres  de  pression ,  dans  la  branche 
fermée  d'un  tube  manométrique  en  U,  à  branches  verti- 
calesy  cylindriques  et  de  même  diamètre.  Le  niveau  du 
mercure  est  alors  le  même  dans  les  deux  branches. 

La  branche  ouverte  est  mise  en  jcommunication  avec 
un  récipient  de  gaz  comprimé  sous  2  atmosphères. 

On  demande  la  diiïérence  des  niveaux  dans  les  deux 
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branches,  et,  par  suite,  le  volume  de  Tair  dans  la  bran* 
che  fermée. 

Désignons  par  x  la  hauteur  du  mercure,  au-dessus  du  niveau  pri- 
mitif, dans  la  branche  fermée  ;  x  désignera  en  même  temps  l'abaisse- 
ment du  mercure  dans  la  branche  ouverte.  L'air  contenu  dans^la 
branche  fermée  occupera  dO  —  x  unités  de  volume  au  lieu  de  40. 

D-'après  la  loi  de  Mariotte,  les  volumes  d*un  gaz  étant  en  raison  in-- 
verse  des  pressions  qu*il  supporte,  si  l'on  appelle  p  le  ressort  de 
Tair,  dans  le  manomètre,  à  la  un  de  l'expérience,  et  si  Ton  suppese 
que  la  pression  primitive  égale  76  centimètres,  on  aura 

P  40  .,  .  40  X  76 

•=—  = ,     d  ou    p  = • 

76       40—^'  ^        40—^ 

Si  à  cette  pression,  exprimée  en  centimètres  de  mercure,  on  ajoute 
tx  centimètres,  on  aura  l'équation 

40  — X  * 
On  en  déduit  a:«  —  i  i 6:r -f-  i 320  =  0 

et  ;r  =  58  ih  v/3364  — 1520 

=  58  ±42,94. 

Dlseusslon.  —  Il  est  évident  que  la  plus  grande  racine  doit  être 
rejetée,  car  elle  donne  pour  x  une  valeur  sufflèrieure  à  la  longueur 
du  tube.  Le  mercure  s'élèvera  dans  le  manomètre  à  15^,06  au-dessus 
du  niveau  primitif;  par  conséquent^  à.  la  fin  de  llexpérience,  ladifilé- 
renoe  de  niveau  sera  30%i!SL 

Quant  au  volume  de  l'air  dans  le  manomètre,  il  se  réduit  à 

4^c_.|5c^0A=2ii«^94. 
PROBLÈME  XXXVIIT. 

# 

Le  volume  d'air  de  TéprouTette  d*une  machine  de 
coMipressiofi  est  de  1 53  pafrties». 
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Par  le  jeu  de  cette  machine,  ce  volume  est  réduit  à 
37  parties,  et  le  mercure  s*ëlève,  dans  le  tube  manomë- 
irique,  à  0'",48  (fig.  19). 

Dans  quel  rapport  s'est  accrue  la  quantité  d'air,  sous 
le  récipient  de  la  machine  ? 


Fig.  19. 


162  n* 


SéhÊêàon, 

Après  le  jeu  de  la  machine,  Tair  contenu  sous  le  récipient  R  fait 
équilibre  : 

1'  A  la  pression  de  l'air  compriué  dan» 
réprouvette; 
2«  A' une  colonne  de  mercure  de  0«*,(i8. 

Teii8teDidea*âir  réduade  4fr3  parties  à  37. 

D'après  la  loi  de  Mariotte,  les  volumes 
occupés  par  un  gaz  sont  en  raison  inverse 
des  pressions  qu'il  supporte;  pAr<  conaé- 
q)ient, 

37  ""  0,75  ' 


d'où 


_mxM6^3.^,^ 


TenaiAir  d<  Tair  mus  le  réeipiait. 
Ajoutons  0'",48  à  la  \aleur  de  x,  et  nous  aurons  t 

Tension  de  l'air  sous  le  récipient  R=  3",422  +  ^M  =  3v,60S. 


Masse  d'air  finale. 


Les  masses  d'air  augmentant  proportionnenem«nft  aux  pressioBs, 

la. masse  d'air' primitivr 0,70 

U  masse  d'air  finale  '  ^  3P»;e8î' 
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donc  la  masse  et  air  finale  =  la  masse  d'air  primitive  X  Tp^^/; 

=  la  masse  d'air  primitive  X  4,7. 


EXERCICES. 

30.  Un  tube  reposant  sur  une  cuve  à  mercure  contient 
une  colonne  d'air  de  1",25  à  la  pression  0,70.  Quelle 
pression  faudra-t-il  exercer  sur  le  mercure,  pour  que  la 
colonne  d'air  se  réduise  à  0",40?  —  Rép.  2'", 19. 

31.  Une  masse  d'air  occupe  1"',25  sous  la  pression 
O^jTS.  Que  deviendra  ce  volume:  1  **  sous  la  pression 
0^32;  2**  sous  la  pression  2"^,1 6?  — Rép.  1«  2^^926; 
V  0"*,434. 

32.  Un  récipient  ayant  \  litre  de  capacité  et  renfer- 
mant de  l'air  à  la  pression  0"',76,  est  ajusté,  à  l'aide 
d'une  monture  à  robinet,  à  la  partie  supérieure  d'un 
baromètre  à  cuvette  dont  le  tube  a  1  mètre  de  longueur. 
Cette  longueur  est  comptée  à  partir  du  niveau  du  mercure 
dans  la  cuvette,  lequel  niveau  est  censé  invariable.  La  pres- 
sion extérieure  égale  0"*,77.  On  ouvre  le  robinet  qui  fait 
communiquer  le  i*écipient  et  le  baromètre,  et  le  mercure, 
dans  ce  dernier,  s'abaisse  de  manière  à  n'être  plus  qu'à 
0",50  du  niveau  dans  la  cuvette.  On  demande  quel  est 
le  diamètre  du  tube  barométrique.  —  Rép.  0",068. 

33.  Un  manomètre  est  divisé  en  110  parties  d'égale 
capacité.  Quand  la  pression  extérieure  est  0™,76,  le  mer- 
cure se  tient  au  ^éro  de  l'échelle,  dans  l'intérieur  de 
réprouvette  et  dans  la  cuvette.  On  met  ce  manomètre  en 
communication  avec  une  machine  à  comprimer  l'air,  et 
Ton  voit  le  mercure  s'élever  jusqu'à  la  80*  division.  En- 
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fil) 9  on  mesure  la  hauteur  du  mercure  dans  le  tube  et 
Ton  trouve  0™,45.  On  demande  la  pression  de  l'air  sous 
le  récipient.  —  Rép.  3™,236- 

34.  Le  volume  d'air  de  Téprouvette  d'une  machine  à 
compression  est  égal  à  1 37  parties.  Par  le  jeu  de  la  ma- 
chinCy  ce  volume  est  réduit  à  137  parties  et  le  mercure 
s'élève,  dans  le  tube  manométrique,  à  0",45.  On  de- 
mande dans  quel  rapport  s'est  accrue  la  quantité  d'air, 
sous  le  récipient  de  la  machine?  —  Rép.  6,07. 

S  2.  MACHINES  A  RARÉFIER  ET  A  COMPRIMER  L'AIR. 

Notions  préliminaires. 

18.  Machine  pneumatique.  —  La  machine  pneumatique^  inventée 
par  Otto  de  Guéricke,  en  1650,  est  un  appareil  destiné  à  raréfier  l'air 
contenu  dans  un  espace  donné. 

Loi  de  la  raréfaetion  de  l*alr.  —  Quelle  que  soit  la  perfection 
de  la  machine^  il  n'est  pas  possible  de  faire  le  vide  absolu  dans  le  ré- 
cipient. En  effet,  supposons  «pie  la  capacité  du  corps  de  pompe  soit  la 
9*  partie  de  celle  du  tuyau  d'aspiration  et  du  récipient  ;'  le  premier 
coup  de  piston  chassera  la  10*  partie  de  la  masse  d*air;  le  deuxième, 
la  10**  pai'tie  du  reste;  le  troisième,  la  10*  partie  de  ce  reste,  et  ainsi 
de  suite.  Le  vide  absolu  n'est  donc  pas  possible. 

Quant  au  degré  de  raréfaction,  on  l'apprécie  au  moyen  de  Véprou^ 
vette  ou  baromètre  tronqué. 

Espace  nuisible. —  En  théorie,  la  raréfaction  peut  être  augmen- 
tée indéfiniment,  si  Ton  multiplie  les  coups  de  piston  ;  mais,  dans  la 
pratique,  il  n'en  est  pas  de  même  :  il  y  a  une  limite  à  cette  raréfac- 
tion. Cela  tient  à  ce  que  le  piston  ne  touche  pas  exactement  le  fond 
du  corps  de  pompe  ;  malgré  tout  le  soin  que  l'on  apporte  à  la  con- 
struction de  la  machine,  il  reste  toujours  un  petit  espace,  appelé  eS" 
pacc  nuisible^  dans  lequel  se  loge  une  portion  de  l'air  contenu  dans 
le  corps  de  pompe.  Si  Ton  appelle  e  l'espace  nuisible,  v  le  volume  du 
corps  de  pompe  et  H  la  pression  atmosphénque,  le  ressort  de  l'air 
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coDtena  dans  Tespace  nuisible,  au  moment  où  le  piston  s'arrête,,  sera 

H }  et  lorsque  le  piston  aura  atteint  l'autre  extrémité  de  sa  course,  le 

ressort  de  cet  air  sera 

e 
-H. 

II  ne  sortira  donc  plus  d'air  du  récipient,  lorsque  la  tension  sera 
égale  à  cette  limite  -H.  On  dit  alors  que  la  fraction  -  mesure  le  pou^ 
voir  raréfiant  de  la  maehinew 


Usages  de  la  naehlae  paewaiati^e*  --^  La  macbine  pneuoa-* 
tique  est  utilisée  dans  un  grand  nombre  d'expériences,  telles  que  le 
crève-vessie,  les  bémiapbères  de  Magdebourg,  le  baroscope,  le  jet 
d*eau  dans  le  vide,  etc.  Elle  sert  à  prouver  que  tous  les  corps  tom- 
bent dans  le  vide  avec  la  naéine  vitesse.  Enfin,  dans  l'industrie,  on 
en  a  fait  application  aux  cbemins  de  fer  atmosphériques. 

19.  Macmike  ds.  GOKPBBSsion. . —  La  machine  de  compression  ^sertà. 
augmenter  le  ressort  de  l'air  dans  un  espace  donné.  Elle  est  utilisée 
pour  la  fabrication  des  eaux  gazeuses. 

PROBLÈME  XX3aX. 

V  étant  le  volume  d'air  contenu  dans  le  récrpi^it  et 
dans  le  conduit  d'une  machine  pneumatique  ;  (^  étant  le 
volume  de  Tûn  des  corps  de  pompe,  et  M  la  masse  d*air 
contenue  dans  le  récipient  et  dans  le  conduit,  on  de- 
mande : 

1  *  Quelle  masse  d'air  sera  extraite  par  chaque  coup  de 
piston  ? 

2''  Quelle  mass«  d'air  restera  après  chaque,  coup  de 
piston  ? 

3**  Quelle  sera  la  quantité  d'air  enlevée  par  n  coups  de 
piston  ? 

h""  Quelle  sera  alors  la  tension  de  Tair  restant  sous  le 
récipient? 
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Solutloa. 

Soient  Ei,     Et,     Es,     ...,     E,, 

les  quantités  d'air  extraites  par  le  premier,  le  demdèine,  le  troi- 
sième, . . . ,  le  /i*  coup  de  piston. 

Soient  R, ,     R, ,     Rj ,     . . , ,     Rn 

m 

les  quantités  d'aîr  qui  .restent  sous  le  récipient  après  le  premier,  le 
deuxième,  le  troisième,  1^  n^  coup  de  piston. 

Lorsque  le  piston  s'élève  au  sommet  de  sa  course,  la  masse  d'air  M 
passe  du  volume  Y  au  volume  Y  -j-  ^•'  L^  masse  d'air  extraite  étant 
proportionnelle  au  volume  p,  on  aura 

l^^r^,    d'où    E.=  ^^• 


V 


M~Y  +  P'  '^— Y-f/ 

11  restera  alors 

^        ^,         Mf»         MY  +  M*'  — Mp      _. 

La  quantité  d'air  extraite  par  lé  deuxième  coup  dé  piston  sera 
donnée  par  la  proportion 

^=,-ri-,    d'où    E,  =  R,.-v' 


ou  bien,  en  remplaçant  Ri  par  sa  valeur, 

_     MY  y      _     Mi^  Y 

•""  Y+P^Y  +  P^Y  +  ^'Y  +  Z 

Il  restera,  après  le  deuxième  coup  de  piston, 

MY  MpY 


Rj  =  Ri  — Et^= 


Y^ç       (Y+p/ 


__  MY(Y  -f-V)  ~  MpY  _  Y* 
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La  quantité  d'air  extraite  par  le  troisième  coup  de  piston  sera  don- 
née par  la  proportion 

£|  P  J»     \        1?  -D  ^ 


ou  bien,  en  substituant  à  R|  sa  yaleur, 


E5  = 


MV« 


Mp 


V« 


(V4-p)«*v4-('""v+p'(v+f)«' 


De  même  que  précédemment,  on  obtient 


Rs^Ri — Ej  = 


MV* 


MpV* 


(V+.)«      (V  +  P)» 
(V  +  .)» 


=  M. 


çy+çf 


En  résumé,  on  a  : 


lo     Et  = 


E2  = 


M(^ 


Mp 


Es  = 


V  +  /V  +  P 

mp   ■     V» 


V-t-p*(V  +  t?)« 


_  Mp        v*-^ 


»— î 


20     Ri  =  M. 


R,  =  M. 


R8  =  M. 


V» 

(V-fp)» 

V» 

(V+r)» 


R.=  M. 


(V+P)»^- 


30  L'air  extrait  par  n  coups  de  piston  est 


M  — M. 


(v+^r 


k^  Après  /i  coups  de  piston,  Tair  qui  reste  est,  avons-nous  dit. 


Rn  =  M. 


W+^' 
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Quelle  est  la  tension  de  cet  air? 

D'après  la  loi  de  Mariotte,  les  tensions,  pour  un  même  volume, 
sont  proportionnelles  aux  masses;  par  conséquent,  si  l'on  désigne 
par  h  la  tension  demandée  et  par  H  la  tension  primitive,  on  aura 

M.  y* 

^  __  (V  +  vY 

H~"       M      ' 

PROBLÈME  XL. 

Sachant  que  la  capacité  du  corps  de  pompe  d'une 
machine  pneumatique  est  le  tiers  de  la  capacité  du  réci* 
pient,  indiquer  après  combien  de  coups  de  piston  sim- 
ples la  pression  intérieure  sera  la  200*  partie  de  ce  qu'elle 
était  primitivement ,  sachant  qu  elle  égalait  d'abord 
0",76. 

Solatloa. 

Pour  résoudre  ce  problème,  nous  aurons  recours  à  la  formule 

dans  laquelle 

A=^  =  0,0038,    V=3    et    P  =  i. 

En  remplaçant  les  lettres  par  leurs  valeurs,  on  obtient 

38  =  7600  (ly. 

Type  da  cakul. 
«(Iog3  +  L4)  =  log38+L7600, 

d'où  „^log38  +  L_7600^^3 

log  3  4-  L  4 


430 


DEUXIÈME  PARTIE. 


PROBLEME  XLI. 

Sous  la  cloche  d'une  machine  pnemnatiqwe   il  y  a 
Fi«.  to.  gut^  f  j  ji jjj^ .  ^^  baromètre  commu- 

nique avec  celle  cloche,  et,  dans 
ce  baromètre,  la  hauteur  du  mer- 
cure est  nulle. 

Après  le  jeu  de  la  machine,  le 
mercure  s'élève  dans  le  tube  baro- 
métrique à  0"*,65  (fig.  20). 
Pendant  toute  l'expérience,  l'air  extérieur  est  resté  à 
la  pression  O'^jTô. 

On  demande  :  V  quel  poids  d'air  on  a  relire  j  2*  quel 
poids  d'air  on  a  laissé. 


i^he  poids  d^un  litre  d*air,  dans  les  conditions  où  Texpérience  a 
été  faite,  est  18',3  ;  le  poids  de  l'air  contenu  sous  la  cloche,  avant  le 
jeu  de  la  JBoachine,  sest  donc 

1,3  X  3,17  =:4«',i2r 

Cet  air,  qui  était  primitivement  à  la  pression  atmoftpàéxiqa«,  a 
maintenant  une  tension  représentée  par 

76^^  — 6t;«  =  ll«. 

Or  le  poids  d'un  gaz  varie  proportionnellement  au  ressort  de  ce  gaz  ; 

donc 

X     _11 

4,121  ""76* 


d'où 


^^M!^  =  a.,596. 


C'est  là  le  poids  de  l'air  q«i  reste  sous  la  cloche  après  le  jeu  de  la 
machine. 
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2*  Le  poids  de  Tair  extrait  est  donc 

4«',i2i  —  0«',596=:3«',îMe5. 

PROBLÈME  XLII. 

Quelle  est,  après  n  coups  de  pUton,  la  force  élasliq^ue 
de  Faîr  contenu  dans  une  machine  de  compression  ? 

Solnllon. 

AppeloDs  if  le  volume  du  corps  devpompe  et  Y  celui  du  récipient 
et  du  conduit;  H  la  pression  extérieure  et  Hi ,  H2,  Hj,  • . . ,  H^  la 
pression  de  Pair  dans  le  récipient  après  i,  S,  . .  • ,  /i  coups  de  piston. 

Après  le  premier  coup  de  piston,  Tair  qui  occupait  le  volume  c  se 
répand  dans  le  volume  V  ;  d'après  la  loi  de  Mariotte,  sa  force  élas- 
tique s'obtiendra  au  moyen  de  la  relation 

h       V  p 

d'où  A=.^..H. 

La  force  élastique  de  Tair  contenu  dans  le  récipient  sera  donc 

h.=h+a=h+^:h=h(I±.'). 

Pnreilleinent,  après  le  deuxième  coof)  de  piston,  on  aura 

ii.=H.4-A=H(I±-^) +;fl=fl  (l+li:), 

et,  après  le  /i*, 

Remarque.  — -  En  théorie,  la  pression  H«  peut  augmenter  indé- 
âniment  ;  il  n'en  est  pas  de  même  idans  -la  pratique.  .Gela  tient  à 
r«xifttenoe  de  l'espace  BuîsiUe.  En  efiet^Llfair  réduit  .du  «volume  v 


/ 


432  DEUXIÈME  PARTIE. 

au  volume  e  de  l'espace  nuisible  acquiert  un  ressort  que  donne 
la  relation 

rj  =  -,     d'où    jr  =  -.H. 
H      «'  e 

Lorsque  la  force  élastique  de  l'air  contenu  dans  le  récipient  éga- 
lera  -H ,  il  ne  sera  plus  possible  de  condenser  de  l'air  dans  ce  réci- 
pient. 

EXERCICES. 

35.  La  capacité  de  chacun  des  deux  corps  de  pompe 
d'une  machine  pneumatique  est  égale  au  cinquième  de 
la  capacité  du  récipient  et  du  conduit.  Quelle  sera  la 
force  élastique  de  l'air,  sous  le  récipient,  après  1 0  coups 
de  piston  ?  On  supposera  que  la  température  de  l'air  ra- 
réfié reste  la  même  pendant  l'expérience,  et  que  la  pres- 
sion orimitive  égale  760  millimètres.  — Rép.  122"°'°,7. 

36.  Combien  faut-il  de  coups  de  piston  simples,  pour 
amener  de  la  [Iression  0™,76  à  la  pression  0^,002  lair 
contenu  sous  le  récipient  d'une  machine  pneumatique 
dans  laquelle  le  volume  du  corps  de  pompe  est  la 
10"  partie  du  volume  du  récipient  et  du  conduit?  — 
Rép.  62. 

37.  Le  volume  du  corps  de  pompe  d'une  machine  à 
comprimer  l'air  est  le  cinquième  du  volume  du  récipient. 
On  demande  la  force  élastique  de  l'air  comprimé,  après 
12  coups  de  piston.  La  pression  extérieure  est  0™,760. 
—  Rép.  2"^,584. 

$  3.  LOIS  DES  UËLâNOES. 

Notions  préllmliialrcs» 

20.  MÉLANGB  DBS  GAZ.  —  Lorsque  plusieurs  gaz,  qui  n'agissent  pas 
chimiquement  l'un  sur  l'autre,  sont  en  présence,  ils  se  diffusent  les 
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uns  dans  les  autres,  de  manière  que  chacun  d'eux  occupe,  au  bout 
d'un  certain  temps,  le  volume  total  du  mélange. 

Cette  loi,  démontrée  par  les  expériences  de  Berthollet  *,  est  une 
conséquence  du  ressort  des  gaz  et  de  leur  extrême  porosité. 

Il  résulte  de  la  diffusion  des  gaz  que,  si  le  mélange  a  lieu  dans 
des  vases  à  parois  inextensibles,  la  force  élastique  du  mélange  est 
égale  à  la  somme  des  forces  élastiques  qu'aurait  chaque  gaz,  s'il  se 
répandait  dans  l'espace  total  qu'on  lui  livre^  en  supposant  cet  espace 
vide  de  toute  matière  pondérables  (Dalinn). 

21.  Dissolution  des  gaz  dans  lbs  liquidzs.  — -  Les  liquides  se 
laissent  aussi  pénétrer  par  les  gaz;  seulement,  tandis  que,  dans  le 
mélange  des  gaz,  la  nature  de  chacun  d'eux  n'exerce  aucune  influence 
sur  la  pression  finale,  il  est  au  contraire  nécessaire  de  tenir  compte 
et  de  la  nature  du  liquide  et  de  la  nature  du  gaz,  dans  le  cas  de  la 
diffusion  des  gaz  dans  les  liquides. 

l*"*  Loi.  —  Le  poids  de  gaz  dissous  est  proportionne]  au  ressort  de 
ce  gaz  au-dessus  du  liquide.  C'est  sur  ce  principe  qu'est  foiwlée  la 
fabrication  des  eaux  gazeuses  :  l'eau  de  Seltz,  par  exemple,  se  pré- 
pare en  comprimant  fortement  de  l'acide  carbonique  au-dessus  d'une 
certaine  quantité  d'eau. 

â*>  Loi.  —  Lorsqu'une  atmosphère,  formée  de  plusieurs  gaz,  est  en 
contact  avec  un  liquide,  chaque  gaz  se  dissout  comme  s'il  possédait 
la  force  élastique  qui  lui  est  propre  dans  cette  atmosphère. 

PROBLÈME  XLUl. 

On  mélange  trois  gaz  dont  les  volumes  primitifs  sont 
Vi,  V,,  V,  et  les  pressions  H^,  H,,  H,.  On  réduit  le  mé- 
lange au  volume  (^.  Quelle  est  la  force  élastique  de  ce 
mélange  à  la  fin  de  l'expérience  ? 


*  Berthollet^  célèbre  chimiste,  ué  en  1748,  à  Talloire»,  en  SaToie;  mort 
à  Arcueil  en  1823. 

PR.   DE  MATH.  28 
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Le  ressort  du  premier  gaz  s'obtiendra  au  moyen  de  la  relation  que 
fournit  la  loi  de  Marîotte  : 

Pareillement,  le  ressort  du  deuxième  sera 
et  celui  du  troisième, 


VaH, 


D'après  la  loi  formulée  par  Dalton,  on  aura  donc,  pour  expression 
de  ia  force  élastique  du  mélange, 


PROBLEME  XLIV. 

Dans  un  vase  vide  de  1 00  litres  de  capacité,  on  intro- 
duit :  1**20  litres  d*oxygène  à  la  pression  0,7;  10  litres 
d'acide  carbonique  à  la  pression  0,75,  et  40  litres  d'azote 
à  la  pression  0,68.  Quelle  est  la  force  élastique  du  mé- 
lange ? 

Solution. 

ËQ  a[jf>Ii(|aant  la  Cormule 

p        * 

on  obtient 

^= îôô =*'^®'- 
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PROBLÈME  XLY. 

Dans  un  vase  vide,  d'une  capacilé  de  2020  litres,  on 
a  introduit  d'abord  1  litre  d'air  sec,  sous  la  pression 
C^yTô,  puis  de  l'eau  en  quantité  telle,  qu'il  en  reste  défi- 
nitivement 200  litres  à  l'état  liquide. 

On  demande  la  pression  intérieure,  en  supposant  que 
la  température  soit  de  30^^  au  moment  de  l'expérience. 
On  sait  qu'à  cette  température  la  tension  maxima  de  la 
vapeur  d'eau  est  *€,03 1  • 

Soin  tien. 

La  force -élastique  (Tim  gaz  et  d'une  vapeur  est  égale  à  la  somme 
des  force  élastiques  du  gaz  et  de  la  vapeur  mélangés.  Si  donc  nous 
désignons  par  x  la  fonre  élastique  de  F  air,  sous  le  nouyeau  volume 
qu'il  occupe^  après  l'introduction  de  Tean,  nous  aurons,  puisque  la 
tension  maxima  de  la  vapeur  d*eau  à  30^  est  0"^,031 , 

[1]  X=:a7  +  0,031. 

Il  faut  donc  calculer  la  valeur  de  a?. 

Or,  lorsque  le  volume  de  Tair  était  1  litre,  la  tension  de  cet  air 
était  capable  d'équilibrer  une  colonne  de  mercure  de  0"*,76.  Il  occupe 
maintenant  un  volume  égal  à 

2020— 200  =  1820  litres. 

La  question  est  donc  ramenée  à  celle-ci  :  Le  volume  d'une  cer- 
taine quantité  d'air  est  1  litre,  sous  la  pression  0°^,76;  si  cet  air  se 
répand  dans  un  volume  de  1020  litres,  quelle  sera  sa  pression? 

La  loi  de  Mariotte  permet  de  poser 

0,76      1820        ,,   ^  0,76       ^    ^aa/.^ 

-^=— '     ^'^^     -  =  îkô^^  '^*^^^''- 

On  a  donc,  en  remplaçant  x  par  sa  valeur  dans  l'expression  [1] , 
[2]  X=:0«,000417  + 0,031  =0,031417. 
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EXERCICES. 

38.  Dans  un  ballon  de  3  litres  de  capacité,  on  fait  en- 
trer :  1  •  2  litres  d'hydrogène  à  la  pression  de  5  atmo*- 
sphères  ;  2**  4  litres  d'acide  carbonique  à  la  pression  de 
4  atmosphères  ;  3®  3  litres  d'azote  à  la  pression  d'une 
atmosphère.  On  demande  la  force  élastique  du  mélange. 
—  Rép.  9'*",16. 

39.  La  capacité  d'un  vase  vide  est  3000  litres.  On  in- 
troduit dans  ce  vase  :  d'abord  5  litres  d'air  sec  sous  la 
pression  0,77;  puis  de  l'eau  en  quantité  telle  qu'il  en 
reste  définitivement  300  litres  à  l'état  liquide.  On  de- 
mande la  pression  intérieure,  en  supposant  que  la  tem- 
pérature soit  de  30*  au  moment  de  l'expérience.  On  sait 
qu'à  cette  température  la  tension  maxima  de  la  vapeur 
d'eau  est  0,031 .  —  Rép.  0,0324. 

40.  Une  certaine  quantité  d'air  pèse  5*',2  à  la  tempé- 
rature 0®  et  sous  la  pression  0",76.  On  la  chauffe  à  30% 
sous  la  pression  0™,77,  en  lui  permettant  de  se  saturer 
de  vapeur  d'eau.  Quel  sera  alors  le  volume  occupé  par 
cette  quantité  d'air?  On  sait  que  la  tension  maxima  de 
la  vapeur  d'eau  à  30'  égale  0,031 5-  —  Rép.  4*%568. 


CHAPITRE  V. 

DE  LA  CHALEUR. 

S  1.  THERMOMÈTRES.  —  DILATATIONS. 

Notions  préliminaires. 

22.  C4LORIQUE;  HYPOTHÈSES  DIVERSES  SUR  SA  NATURE.—  On  désigne 
sous  le  nom  de  calorique  l'agent  impondérable  qui  produit  sur  nos  or- 
ganes les  sensations  de  chaud  et  de  froid. 

Parmi  les  opinions  des  savants  sur  la  nature  du  calorique,  on  en 
distingue  deux  qui  ont  encore  cours  dans  la  science  :  Thypothèse 
de  Vémission  et  celle  des  ondulations,  ' 

Effets  générnnx  dn  cnlorique.  —  Le  calorique  développe  entre 
les  molécules  des  corps  une  force  répulsive  sous  l'influence  de  laquelle 
les  corps  se  dilatent,  c'est-à-dire  augmentent  de  volume,  puis  chan^ 
gent  et  état  ^  c^  est-à-dire  passent  de  Tétat  solide  à  l'état  liquide  ou  de 
rétat  liquide  à  Tétat  gazeux. 

» 

S3.  Température;  thermomètres.  — -  On  appelle  température  d'un 
corps  l'état  actuel  du  calorique  sensible  dans  ce  corps.  Les  instiii- 
ments  au  moyen  desquels  cette  température  se  mesure  portent  le  nom 
de  thermomètres. 

Les  principales  espèces  de  thermomètres  sont  :  les  thermomètres  à 
mercure  et  à  alcool  ;  le  thermomètre  différentiel  de  Leslie  *  ;  le  ther- 
moscope  de  Rumford'^'^;  Iç  thermomètre  métallique  de  Bréguet;  le 
thermomètre  à  maxima  et  à  minima  de  Rutherford  ;  le  thermomètre 
à  déversement  de  M.  "Walferdin;  le  pyromètre  de  Wedgwood***; 
celui  de  Brongniart,  etc.,  etc. 


*  John  Leslie  y  physicien  écossais,  né  en  1760,  nominé  professear  de  scien- 
ces naturelles  à  TuniTersité  d'Edimbourg  en  1819,  mort  en  1832. 

**  Thompson f  comte  de  Rumford^  né  en  1753,  dans  l'Amérique  anglaise; 
mort  en  1814,  dans  sa  maison  d'Auteuil. 

***"  Josias  IVedgwood^  manufacturier  anglais  (1730-1795). 
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SeladoK. 

Les  volumes  des   sphères  qui  terminenl  les  deux  thermomètres 

(fitr.  22)  sont  : 

Vig.22.  [B]  Vi=rJicD«, 


flpî 


A' 
d    d 


[B-] 


v,=iicDr 


Désignons  par  a  la  dilatation  que  subit  l'unité  de  vo- 
lume du  mercorey  en  passant  de  0^  à  1^;  les  dilatations 
des  volumes  Vi  et  Vi  seront  : 

JicD»a     et    ^icD'»«. 


1*  La  quantité  dont  le  volume  Vi  se  dilate  prend,  dans  le 
rj\  L^  tube  A,  la  forme  d'un  cylindre  ayant  d  pour  diamètre  et 
^^     fi'     a:  pour  hauteur;  elle  a  donc  pour  expression  v 

•-^   là  réquation 
[1]  \iuPx  =  iT:I^a. 


Pareillement  y  on  obtient 

[2] 


^TOr»/=4'ïi>'»«. 


Divisons  ces  deux  équations  membre  à  membre,  il  viendra 


D"^' 


rf«j:  _D«         ,         x^J^it^ 
Remplaçons  les  lettres  par  leurs  valeurs  : 


^"".62»X25« 


=  0,6. 


EXERCICES. 


41 .   Convertir  20  degrés  Rëaumur  en  degrés  centi- 
grades. —  Rép.  a:=25^C. 
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42.  Convertir  — 4*  Farenheit  en  degrés  centigrades. 

43 .  Convertir — 15®  centigrades  en  degrés  Farenheit .  — 
Rép.  a:  =  5»F. 

44.  On  estime  que  le  zéro  du  pyromètre  de  Wedgwood 
correspond  à  580®  centigrades,  et  que  chaque  degré  du 
pyromètre  équivaut  à  72®  centigrades.  Calculer,  d'après 
cela,  à  combien  de  degrés  environ  correspondent  60  de- 
grés du  pyromètre,  —  Rép.  4900  C. 

45.  A  la  boule  sphérique  d'un  thermomètre  à  mercure, 
on  soude  un  tube  cylindrique  dont  le  diamètre  égale 
0™,0001.  Le  mercure,  à  zéro,  remplit  exactement  la 
boule,  dont  le  rayon  est  0",005.  On  demande  quelle 
sera  la  longueur  des  degrés,  -r-  Rép.  x  =  0™,0205. 

S  2.  CORRECTIONS  DES  LONGUEURS,  VOLUMES,  POIDS,  DENSITÉS, -ETC. 

NoUoBs  prélimlBalres. 

28.  Coefficients  de  dilatation.  —  On  appelle  coefficient  de  'dila- 
tation linéaire  l'accroissement  que  prend  P  unité  de  longueur  d'un 
corps  lorsque  la  température  de  ce  corps  s'élève  de  0^  à  1^.  Le  coeffi" 
cient  de  dilatation  cubique  est  l'augmentation  que  subit,  non  plus  l'u- 
nité de  longueur,  mais  l'unité  de  volume,  lorsque  la  température 
passe  de  0^  à  1®.  Le  coefficient  de  dilatation  cubique  est  sensiblement 
triple  du  coefficient  de  dilatation  linéaire. 

Dans  le  cas  des  liquides,  on  ne  considère  que  des  dilatations  cubi- 
ques ;  elles  peuvent  être  apparentes  ou  absolues.  La  dilatation  appa^ 
rente  est  Taugmentation  sensible  de  volume  que  subit  un  liquide, 
quand  ce  liquide  est  contenu  dans  une  enveloppe  qui  se  dilate  moins 
que  lui  ;  la  dilatation  absolue  est  l'augmentation  réelle  que  subit  ce 
liquide,  lorsqu'on  fait  abstraction  de  la  dilatation  de  l'enveloppe. 

Les  coefficients  de  dilatation  absolue  et  apparente  du  mercure  ont 
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été  détenniziés  par  Dulong*  et  Petit '^^.  Ces  physideiis  sont  arrivés 
aux  résultats  suivants  : 

1 
coefic.  de  diJat.  absolue  du  mercure  = 


^50' 


Celte  fraction  convient  ^tre  0*  et  400*;  entre  200*  et  300^  le 
coefficient  moyen  égale  •^^,  et,  entre  200*  et  300«,  rsfeô* 

Quant  au  coefficient  de  dilataticm  apparente  du  mercure,  dans  le 
verre,  il  est  égal  à  j^. 

Menarqne.  —  La  dilatation  absolue  d^uB  liqtdde  est  la  somme  de 
sa  dilatation  apparente  et  de  la  dilatation  de  l'enveloppe.  On  voit  par 
là  que  le  coefficient  de  dilatation  cubique  du  verre  est 


^         =0,0000258. 


5550      6480      38700 

26.  Dilatation  des  gaz.  —  On  a  longtemps  admis ,  avec  Gay- 
Lussac,  que  les  gaz  se  dilatent  uniformément,  quelles  que  soient 
leurs  densités  ;  mais ,  depuis  cette  époque,  M.  Regnault  a  démon- 
tré que  tous  les  gaz  n'ont  pas  le  même  coefficient  de  dilatation,  et 
que,  pour  un  même  gaz,  ce  coefficient  croît  avec  la  force  élastique 
«  Toutefois,  disent  MIVL  Boutan  et  d'Almeida ,  dans  leurs  excel- 
lentes Leçons  de  physique^  quoique  l'air  possède  un  coefficient  de 
dilatation  variable  avec  la  {H*essionL,  la  loi  de  sa  dilatation  demeure 
la  même  de  0^  à  350®,  quand  bien  même  on  fait  varier  la  force  élas- 
tique initiale  de  0^,4. à  1"^,3.  De  plus,  entre  les  mêmes  limites  de 
température,  Thydrogène,  Tair  et  l'acide  carbonique  présentent  la 
même  loi  de  dilatation;  si  bien  qu'il  est  possible  de  les  employer  in- 
différemment l'un  ou  l'autre  à  la  construction  des  pyromètres  desti- 
nés à  la  mesure  des  températures  élevées,  à  la  condition  poui*tant 
que,  dans  les  calcuk  que  nécessitera  cette  mesure,  on  se  serve  du 
coefficient  de  dilalation  propre  au  ga^  employé..  » 


*  Dulong^  sayant  français,  né  à  Roaen  en  1785,  mort  à  Paris  en  1838. 
Petit,  physicien,  né  à  Vesoul  en  1791,  mort  en  1820. 


«» 
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PROBLÈME 


ConDoissant  le  volume  d'un  corps  à  0°,  trouver  le  vo- 
lume de  ce  corps  à  ^et  à  ^. 

SoliHloB. 

1°  Soient  V©  le  volume  du  corps  à  0^,  V|  son  volume  k  i^  et  X-  le 
coefficient  de  dilatation  cubique  du  corps  en  question. 

Si  Tunité  de  volume,  pour  1®,  se  dilate  de  X,  le  volume  Vq,  pour 
/*,  se  dilatera  de  VoX/,  et  le  volume  V|  sera 

[1]  V,  =  Vo-|-VoX;r=V,(l+X/). 

Le  facteur  (1  -|-  le)  se  nomme  binôme  de  dilatation. 

Remarque.  —  Cette  formule  s*applique  à  la  dilatation  linéaii'e  des 
solides;  il  suffit  pour  cela  de  remplacer  Y^  et  V|  par  L©  et  L|, 

2°  Pour  trouver  le  volume  du  corps  ht^y  il  faudra  d'abord  ramener 
le  Volume  donné  à  zéro.  Or,  de  la  relation  [1]  on  tire  : 

[2]  Vo=     ^' 


1+xr 

Le  volume  cherché  sera  donc 

Remarque,  —  Si  Ton  divise  1  -{-  it'  par  i  -f-  Xr,  on  trouve  pour 
quotient  1  -)-  ^''  —  Xf  -f- . , . .  Les  termes  suivants  contiennent  des 
puissances  de  X-  supérieures  à  la  première.  Il  en  résulte  que  si  X-  est 
très-petit,  ces  termes  sont  négligeables,  et  Ton  peut  poser  comme.suf- 
fisamment  exact  : 

v,=vj:i+x(/'-/)]. 

Cette  formule  est  applicable  pour  le  fer^  pour  le  cuivre,  etc., 
dont  les  coefficients  sont  ^û^»  TlTéûïï >  ^^  J>9XiS  le  cas  des  gas,  on 
fera  mieux  d'employer  l'expression  [3]. 
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PROBLÈME  L. 

Il  ne  barre,  formée  d'un  métal  dont  le  coefficient  de 
dilatation  est  tj^  ,  a  2  mètres  de  longueur. 

Quelle  longueur  devrait-on  donner  à  une  barre  d'un 
autre  métal  dont  le  coeflficient  est  in^,  pour  que  sa  di- 
latation totale  fût  égale  à  celle  de  la  première  barre? 

Solotloii. 

Soit  X  la  longueur  de  la  seconde  barre. 

La  dilatation  de  la  première  =  2 ,  zrr  5 


i 

La  dilatation  de  la  seconde =:r . 


1150 
Or  la  dilatation  de  la  première  barre  =  la  dilatation  de  la  seconde  ; 


donc 


754~"1150' 


a'où  .=!><^«=3^o5, 


PROBLEME  LL 

On  veut  faire,  avec  de  l'acier  et  du  laiton,  un  pendule 
compensateur  dont  la  longueur  constante  soit  0'"^50. 

On  sait  que  le  coefficient  de  dilatation  de  l'acier  em- 
ployé à  cet  usage  est  0,000010788,  et  celui  du  laiton 
0,000018782.  On  demande  quelles  devront  être  les  lon- 
gueurs des  barres  d'acier  et  de  laiton,  pour  que  la  com- 
pensation ait  lieu. 
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SolntloB. 

Soient  «,  a',  d\  <f  (flg.  23)  les  longueurs  des  barres  d'acier  et 
Cy  c*  les  longueurs  des  barres  de  cuivre. 

F4g  23.  La  longueur  de  Tacier  employé  sera 

et  celle  du  cuivre, 

La  longueur  L  du  pendule  sera  donc 

Gela  posé,  désignons  par  K^  le  coefficient  de 
dilatation  de  l'acier  et  par  K^  celui  du  cuivre  ;  on 
devra  avoir,  si  la  compensation  a  lieu, 

dilatât,  totale  de  l'acier  =  dilaiat.  totale  du  cuivre. 


c'est-à-dire 


(a4-a'  +  a"  +  a«')K«=(c-f  c')Ke. 


[«] 


Mais  de  la  relation 


on  tire 


L'équation  [a]  devient  donc 


LK,  =  (c  +  r')(K.-KJ, 


d'où 


c-^-c^  ^ 


LK, 
K-c — K^ 


446  BEroifiHE  PARTIE. 

En  substituant  aux  lettres  leui*s  valeurs,  on  obtient 

0,SX  0,000010788  _ 

^     ""0,000018782  — 0,000010788""    »         * 

La  longueur  de  V acier  qu'il  faut  employer  est 

L  +  c+c'  =  0,5  +  0,6747=iV747. 

PROBLÈME  Ln. 

Une  barre  de  fer,  dont  la  longueur  à  0*  est  1  ",1 5,  est 
mise  dans  un  four  dont  on  veut  connaître  la  tempéra- 
ture. On  demande  quelle  est  cette  température^  sachant 
que  la  longueur  de  la  barre  devient  4"'J62ly  et  que  le 
coefficient  de  dilatation  du  fer  est  0^00001 1 . 

SolUtlOB* 

La  formule 

L,  =  L,(l+^0 


donlie  /  = 


L,--L. 


'o 


c'est-à-dire,  dans  l'exemple  proposé, 

1,16^1-1,15    _ 
1  ,t^  X  0,00001 1  -"  ^^"  • 

PROBLÈME  LUI. 

Un  corps  solide  occupe  1  décimètre  cube  à  15^4.  Ce 
corps  a  pour  coefficient  de  dilatation  cubique  g^V^*  Quel 
volume  a  ce  corps  :  i®  à  zéro,  2^  à  24^,7? 

itolatloB. 

1^  Le  volume  de  ce  corps  à  0*est  donné  par  la  formule 

V— ïî- 

.  *•— 1  +  xr 
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Remplaçons  les  lettres  par  leurs  valeurs  : 

2°  Quant  au  Tolume  du  corps  à  24*,7,  on  l'obtiendra,  soit  en  ayant 
recours  à  la  formule 


v._v   i±E 


+ 

y 

soit  en  multipliant  0'**%99819,  qui  représente  .  _^  ,  ,  par  (i  +  At^)  : 

1       1      A* 


V,  =  0,99819(l +51^.24.7) 


0,99819.  ?|?J^=1«-,00109. 


PROBLEME  LIV. 

Le  poids  spécifique  d'un  corps  est  D|,  à  la  température 
â  :  quel  est  le  poids  spécifique  de  ce  corps  à  ^  ? 

Solallon. 

Lorsque  le  poids  d'un  corps  reste  constant  et  que  le  volume  de  ce 
corps  change,  le  poids  spécifique  varie  en  raison  inverse  du  volume. 
En  effet,  si  l'on  a,  d'une  part, 

P  =  VD,    . 

et  d'autre  part,  P=V'D', 

on  en  déduit 

V       D' 
YD=rD'    ou    ;^=5.. 
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Cela  posé,  on  a  évidemment  l'égalité  de  rapports  : 

Df  _V,  _Y,{1  +  kt) 

d'où    [1]  D.,=  D..i±|. 

MeBiarqae.  —  Dans  le  cas  oh  l'on  demande  la  densité  à  t'^,  con- 
naissant la  densité  à  zéro,  la  formule  devient  : 

[2]  D,=:D,.     * 


PROBLÈME  LY. 

Le  poids  spécifique  du  mercure  est  13,59  à  0®  :  quel 
est,  à  1 00^,  le  \olume  de  40  kilogrammes  de  ce  métal  ? 
On  prendra  pour  coefficient  de  dilatation  du  mercure  la 
fraction  jj^. 

Solntion. 

Soient  Yioo  et  Dioo  le  volume  et  le  poids  spécifique  du  mercure 
à  100^;  nous  aurons 

Pioo  =  Vioo.I>ioo, 

d'où  Vioo  =  fT"  =  tT'* 

Or,  d'après  la  formule 

i 


D|=Do. 


1  H-  kt'  ' 

on  a  Dioo= r =  13,34, 

H — —  .iOO 

40 
Par  conséquent,        Viw  =  -r-r7  =  2««  %299. 
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PROBLEME  LVI. 

Connaissanl  le  volume  Y^  d*un  gaz  à  t^  sous  la  pres- 
sion Hy  trouver  le  volume  qu'occupera  la  même  masse 
gazeuse  à  f^^  sous  la  pression  H\  On  sait  d'ailleurs  que 
le  coefficient  de  dilatation  du  gaz  est  a. 

Solotloa. 

Ne  nous  occupons  d'abord  que  du  changement  de  température.  Le 
Tolume  Vi ,  en  passant  à  /*,  deviendra 

Mais  la  pression,  qui  était  d'abord  H,  égale  maintenant  H'  ;  on  a 
donc,  en  appliquant  la  loi  de  Mariotte, 

V  H 


PROBLÈME  LVII. 

Le  poids  spécifique  d'un  gaz  à  f^  sous  la  pression  H, 
est  Df  :  quel  est  le  poids  spécifique  ly  de  ce  gaz  à  i^^ 
sous  la  pression  If? 

SoIntloK. 

La  correction  relative  à  la  température  donne  d'abord 

PR.  DE  MATH.  29 
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De  {lins,  les  poids  spécifiques  étant  proportionnels  aux  pressions,  on  a 

D'        _H' 

d'où    [1]  D'  =  n..|:.|+^. 

Remarques.    ~  I.    PareHlement,   les  corrections  relatives  aux 
poids  se  font  au  moyen  de  la  formule 

.._  ^  _       H'   «  +  o/ 

II.  Si  l'on  fait  /  =  0  dans  les  formules  [i]  et  [2] ,  il  vient 


H*i-faf' 


HM+a/'' 


P&OKLEME  LVIII. 


A  quelle  température  un  litre  d'air  sec  pèse-t-il 
1  gramme  sous  la  pression  O""^???  On  sait  que  le  poids 
d'un  litre  d'air  sec  à  0*,  sous  la  presMm  O'^^TG,  est 
1«',299. 


Solntton. 


Pour  résoudre  ce  problème,  il  faut  recourir  à  la  formule 


H  •  4  +  Oit'' 
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En  remplaçant,  dans  cette  expression,  les  lettres  par  leurs  valeurs, 

on  obtient  : 

77  1 

4—4  ^d  ---. 

'76*4+0,00366/' 

76(1  +  0,00366  0  =  4 ,299  X  77 

76  +0,27816/  =  100,023 

0,27846/4=24,023 

24  023 
0,27816"      • 

PROBLEME  LIX. 

Un  ballon  vide  pèse  263«',525;  plein  d'air  à  4^  et  à  la 
pression  0",76,  il  pèse  375*',826.  Qucjle  est  la  capacité 
de  ce  baUon  ? 

Solution  • 

Poids  du  ballon  plein  d'air  à  4^  et  sous  la  pression  0»,76=  375'% 826 

Poids  du  ballon  vide =263  ,S25 

Poids  de  Pair  contenu  dans  le  ballon  à  4^ =  442^,301 

Si  nous  connaissions  le  poids  d'un  litre  d*air  à  4^,  il  suffirait,  pour 
avoir  la  capacité  du  ballon,  de  diviser  412s',30i  par  ce  poids. 

Or,  à  zéro,  un  litre  d'air  pèse,  en  moyenney  i^^^S;  le  poids  du 
litre  d'air  à  4*^  sera  donné  par  la  formule 


/ 


Pf=p..    * 


En  substituant  aux  lettres  leurs  valeurs,  on  a 
La  capacité  du  ballon  est  donc 


y=!5i|!l=„»,.«. 
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PROBLÈME  LX. 

Un  ballon  pèse  254'%735  quand  il  est  vide,  et 
5422«%788  quand  il  est  plein  d'air  à  4*.  On  sait  qu  à 
cette  température  le  poids  de  Fair  est  à  celui  de  l'eau 
comme  129  est  à  100000.  On  demande  la  capacité  du 
ballon. 

Le  même  ballon,  plein  d'un  autre  gaz  à  4*,  pèse 
GSI^'ylTSy  la  pression  atmosphérique  étant  0,76.  Quel 
serait  le  poids  du  gaz  si  la  pression  était  1  ^",23  ? 

Sol«tlOB. 

l»  Occupons-nous  d'abord  du  Yolume  du  ballon. 

Poids  du  ballon  plein  d'air =  5422s%788 

Poids  du  ballon  vide , . . =   254  ,735 

Poids  de  l'air  contenu  dans  le  ballon. . .  =  5168^,053 

Or,  d*après  l'énoncé,  le  poids  de  l'air  est  au  poids  de  l'eau  comme 
129  est  à  100000;  donc 

51 68,053  _    129 
X        ^100000' 

55168,053  Xi  00000      ,^^^„^.^ 
d'où  ar  == —^ =  ^006^^,242. 

Comme  un  décimètre  cube  d'eau  à  4^  pèse  1  kilogr.,  4006^,242 
d'eau  occupent  un  volume  de  4006'*%242. 

2<*  Le  même  ballon,  plein  d'un  autre  gaz  à  4^,  pèse  65is^,175, 
sous  la  pression  0'',76  :  quel  serait  le  poids  du  gaz  contenu  dans  le 
ballon,  si  la  pression  était  l'»,23? 

Poids  du  ballon  plein  de  gaz , =  651>*',1 75 

Poids  du  ballon  vide =  254  ,735 

Poids  du  gaz =:396s%440 
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On  sait  que  les  poids  d'un  même  volume  de  gaz  sont  proportion- 
nels aux  pressions  ;  on  appliquera  donc  la  formule 


p'=p.|. 


On  en  déduit 


P'  =  396«',440.i^  =  64i8r,607. 
'         0,76 

PROBLÈME  LXI. 

Un  ballon  vide  pèse  1 50'',475  ;  plein  d'air,  il  pèse 
1 60^%  1 58  ;  plein  d'un  autre  gaz,  1 62'  ,235.  On  demande  : 

1®  La  densité  du  second  gaz  par  rapport  à  Pair,  la 
pression  étant  invariable; 

2""  Quelle  correction  il  eût  fallu  faire,  si  la  pression 
avait  été  0™,75  pendant  la  pesée  de  l'air  et  G",??  pendant 
la  pesée  du  gaz. 

SoIbUok» 

lo  Pour  obtenir  la  densité  du  second  gaz  par  rapport  à  Pair,  on 
disposera  les  opérations  de  la  manière  suivante  : 

Poids  du  ballon  plein  d'air •  •  •  =  i60c^,i58 

Poids  du  ballon  vide •  =  150  »475 

Poids  de  l'air =     9«%683 

Poids  du  ballon  plein  de  gaz =  i  628>',235 

Poids  du  ballon  vide =  150  ,475 

Poids  du  gaz =    liR'jeO 

Densité  du  gaz  par  rapport  à  f  air  =z  -^—^^z  1,214. 
'  9,Oo3 

S^"  Si  la  pression  avait  été  0,75  pendant  la  pesée  de  Tair  et  0,77 
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pendant  la  pesée  du  gas,  il  aurait  fallu,  «Uns  les  calculs  qui  précè- 
dent, ramener 

le  poids  de  Pair  =  Q^'jGSS,  de  la  pression  0,75) .  ,  .      /*  «« 

le  poids  du  gaz  =  m,760         -  ^^  „Jà  la  prewion  0,76 

A  cet  effet,  on  aurait  dû  recourir  à  la  formule 


P'  =  P  — 


laquelle  donne,  d'une  part. 


P.=9«',e83.îg, 

"Ml 

et  d'autre  part,  Pi  =  n<%760.— • 

La  densité  du  gaz^  après  la  correction^  eût  été 

D=  H,760X^  :  9,683  X  ^=  i,i83. 

PROBLEME  LXn. 

On  fait  jouer  le  piston  d'une  macliine  pneumatique;  la 
capacité  du  récipient  est  de  7*^',  53,  et  ce  récipient  est 
rempli  d^air  à  la  pression  0,76  et  à  0^.  On  demande  : 

1  "*  Le  poids  de  l'air  quand  la  pression  est  réduite  à 
0",02<; 

2"*  Le  poids  de  Tair  extrait  par  le  piston  ; 

Z""  Le  poids  de  Tair  qui  resterait  dans  la  cloche  à  1 5^. 

Solntloa* 

i^Le  poids  de  Vair  contenu  sous  le  récipient,  lorsque  la  pression 
devient  O^^Oti»  ^^  donné  par  ht  fomnale 

F— p5! 
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Dans  celte  expression,      F=l8*',3X7,8^. 

Donc  P'  =  i,3X7,53.Jl^  =  0«r,270. 

2^  Le  poids  de  Pair  extrait  par  le  piston  s'obtient  en  retranchant 
du  poids  pnmitif  de  l'air  le  poids  final,  à  la  pression  0,021. 

Or  le  poids  primitif  de  Tair  à  0,76  est  U%3X,  7,53  =  9«%789 
Son  poids  total  à  la  pression  0,021 =0  ,270 

Donc  le  poid^  de  l'air  extrait  par  le  piston , . . .  =  9«*",51 9 

3<><}uel  poids  d'air  resterait-il  dans  la  cloche  à  15^? 

Il  reste  à  zéro  9«%78^  —  9«',Sl 9  =  0^,276.  Que  devient  ce  poids 

i 


On  sait  que  P,  =  P,, , 


i    +OLt' 


Donc  P«  =  0^270  >,  ,^o,00366  X  15  =  ^"'^-^^' 

PROBLEME  LXTU. 

Ud  balloo  sphérique  a  i",25  de  rayon.  Il  est  fàk  avee 
do  papier  qui  pèse  f  6  crames  )e  mètre  carre,  et  il  est 
rempli  d^air  chaud.  Qnelle  devra  être  la  température  de 
cet  air  chaud,  pour  que  le  ballon  puisse  s'élever  ?  On 
sait  que  la  température  de  ralraosphère  est  7®,  et  que  le 
coefficient  de  dilatation  de  Fair  égale  0,00366. 

Solntian. 

Désignons  par  P«  le  poids  de  Pair  chaud  contenu  dans  le  ballon, 
par  Pi  le  poids  de  Tenveloppe  et  par  Pt  eekd  de  Vair  dépkieé-,  le 
ballon  s'élèvera  lorsqu'on  aura 

[i]  P,  +  Pi<P«. 
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Calcul  de  P«.  •—  On  sait  que  1  mètre  cube  d'air,  à  Vy  pèse 
1300  grammes.  V  mètres  cubes  d'air,  à  0^,  pèseraient  1300. V, 
et  à  «^^ 

^•^^••rH;i  =  *^^^^-l+0,00366ar* 

Cherchons  la  valeur  de  Y. 

Comme  le  ballon  est  sphérique  et  qu'on  le  suppose  rempli  d'air 
chaud,  on  aura,  pour  expression  de  son  volume^ 

Par  conséquent, 

Calcul  de  Pi.  —  Puisque  chaque  mètre  carré  de  papier  pèse 
iO  grammes  S  mètres  pèseront  iOS  grammes.  Or 

S=4irR"j 

donc  Pi  =  iO.  4irR«==407c(l,25)»=:196«',35. 

Calcul  de  P|.  —  Quant  au  poids  du  volume  d'air  déplacé,  on  l'ob- 
tiendra facilement.  En  effet,  le  volume  du  ballon  est  8°^*%i8125.  Si 
donc  la  température  de  l'atmosphère  était  0*^,  comme  chaque  mètre 
cube  d'air  à  0^  pèse  1 300  grammes,  le  poids  de  l'air  déplacé  serait 

1300X8,18125, 

La  température  de  l'atmosphère  étant  7%  le  poids  de  l'air  déplacé 
sera 

Cela  posé,  l'inégalité  [i]  devient 

10635,625      ,    .^^ -^„    ^.A**^^^.» 
^-p^^^5gg^+496,35<10369,947. 
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Chassons  le  dénominateur  : 

10  635,625+196,35(1  +  0,00366  x)<  10  369,947(1  +0,00366^). 

Effectuons  les  calculs  et  faisons  passer  tous  les  termes  affectés  de  la 
lettre  x  dans  le  second  membre  : 

10635,6254.196,35— 10369,947<(10369,947—196,35)0,00366ar 

462,03  <  10 «73,597  X  0,00366^, 

.,  .  ^  462,03  . 

^-^iO  173,597X0,00366* 

c'est-à-dire  a?>12«,408. 

PROBLÈME  LXIV. 

On  remplit  d'acide  carbonique  un  ballon  de  verre 
dont  la  capacité  est  5  litres  à  0\  La  température  du  gaz 
est  0*  et  sa  pression  égale  0™,760. 

On  chaufle  le  ballon  à  100^;  une  certaine  quantité  de 
gaz  s'échappe,  par  suite  de  cette  élévation  de  tempéra- 
ture. A  la  fin  de  l'expérience,  la  pression  est  0™,750. 

On  demande  quel  poids  d'acide  carbonique  sortira  du 
ballon.  On  sait  que  le  coefficient  de  dilatation  cubique 
du  verre  est  0,0000276;  que  le  poids  d'un  litre  d'air 
à  0%  et  sous  la  pression  0",760,  est  1«',293;  que  la  den- 
sité de  Tacide  carbonique  est  1 ,529,  et  que  le  coefficient 
de  dilatation  de  ce  gaz  est  0,00371 . 

Solution. 

Le  volume  du  ballon  à  0^  et  sous  la  pression  0"*,76  est  5  litres  ; 
à  100^  ce  volume  devient 

5(1  +  0,0000276  X  100)  =  5i",01 38. 
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Le  Yolame  du  gaz  à  iOO^,  sous  la  presskm  0^,150,  est  domé  par 
la  formule 

laquelle  deyient,  si  l'on  remplace  les  lettres  par  leurs  valeurs, 
V  =  5(1  +  0,00371  X  100) .  I|?=  W«»,t464. 

Le  volume  de  gaz  sorti  du  ballon  est  donc 

6"\9464  —  5^S0i38  =  i^'fidZ6. 

Le  poids  de  ce  volume  de  gaz  à  iOO^  et  sous  la  pression  0'",750,  est 
donc 

«I      «         i        H' 

ou    P'  =  ir,293Xl,529X^,9326.j-p-^.I^=  28^,75. 

PROBLÈME  LXY. 

Sons  le  récipient  d^ane  machine  pneumatiqtre  conte- 
nir de  Tair  sec  à  (f  et  à  la  pression  0™,760,  on  place  an 
fléau  de  balance  dont  les  deux  bras  sont  égaux,  et  aux 
deux  extrémités  duquel  sont  suspendus  deux  cubes.  L'un 
de  ces  cubes  a  3  centimètres  de  côté  et  pèse,  dans  Tair, 
26''9324;  Tautre  a  5  centimètres  de  côté  et  pèse,  dans 
Fair,  26*',2597 .  Par  suite  de  celle  inégalité  de  poids,  le 
fléau  n'^st  pas  horizontal. 

On  fait  le  vide  dans  Tappareil,  Quelle  sera  îa  pression 
de  Tair  sous  le  récipient,  quand  Thorizontalité  sera  éta- 
blie? 

Si  nous  déterminons  les  poids  apparents  des  deux  cubes,  lorsque 
le  fléau  de  la  balance  est  horizonial,  nous  aurons,  en  égalant  ces  deux 
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poids,  une  équation  qui  nous  permettra  d'obtenir  la  yaleiir  de  )a 
pression  cherchée. 

Poids  appm^nts  des  cubes  à  la  pression  x.  —  On  sait  que  le  poids 
spécifique  de  l'air  par  rapport  à  Tean,  à  0*  et  sous  la  i^ression  O^^TS, 
est  0,0013.  Le  poids  du  premier  cube,  dans  le  vide,  sera  donc 

268^,324+ 3»  X  0,0013. 

Désignons  par  x  la  pressH>n  de  Tair  sous  k  récipient,  lorsque  le 
fléau  est  horizonfiil  ^  le  poids  de  Fair  déplacé  par  le  premier  cube,  à 
ce  moment,  s'obtient  en  appliquant  la  formule 

p— p  - 

laquelle  donne 

P'  =  3'X0.0013.^^. 

lie  peîcb  apparent  du  premier  cidie,  sous^  le  réci|ne!it,  à  la  fm  de  Tes- 
pérîence,  est  donc 

26«%324  +  3»X0,OO13  — 3«X0,0013.^, 

ou    [1]  26«',324  +  3»X0,00i3A  — ;^y 

Pareillement,  le  poids  apparent  du  deuxième  cube,  sous  le  récipient, 
sera 

[2]  26r,î597  +5»X  0,0013  (l  — ^). 

Équaimn  du  problème^  —  £n  égalant  les  expressions  [1]  et  [2] ,  on 
obtient  une  équation  dont  la  racine  est 

x=0«,376. 


46.  Les  hauteurs  de  deux  baromètres  ont  été  obser- 
vées ,  lune  de  737  millimètres  à  —  iV,    Faulre  de 
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763  millimètres  à  *-[- 1 5^*  Quelles  corrections  faut-il  leur 
faire  subir  pour  les  ramener  Tune  et  l'autre  à  0^,  sachant 
que  le  coefficient  de  dilatation  cubique  du  mercure  est 
^.  —  Rëp,  r  738",3;  2-760~»,9. 

47.  Le  poids  de  Tatmosphère  fait  monter  le  mercure  à 
0'",76  dans  le  baromètre,  à  la  température  0^  On  de- 
mande :  1  *"  à  quelle  hauteur  s'élèverait  le  mercure  si  la 
température  était  25^.  On  sait  que  le  coefficient  de  dila- 
tation de  ce  métal  égale  -^^^  ;  2"*  à  quelle  hauteur  s'élè- 
verait, à  0^,  l'alcool,  dont  la  densité  est  0,79.  —  Rép, 
r0",763;2M3",083. 

48.  On  a  une  barre  de  3  mètres,  d'un  métal  qui  a  pour 
coefficient  de  dilatation  -r^.  Une  autre  barre  de  5  mè- 
tres, d'un  autre  métal,  se  dilate,  pour  un  même  nombre 
de  degrés,  autant  que  la  première.  Trouver  son  coeffi- 
cient de  dilatation.  —  Rép.  ^t^. 

49.  Le  coefficient  de  dilatation  du  fer  est  t^^,  celui  dir 
zinc  est  -g^  :  quelle  longueur  devrait  avoir  une  barre  de 
zinc  pour  se  dilater  autant  qu'une  barre  de  fer  de  2  mè- 
tres? —  Rép.  0'%855. 

50.  On  a  un  carré  de  tôle  de  3  mètres  de  côté  à  0^; 
on  porte  sa  température  à  64^.  Calculer  ce  que  devien- 
dra sa  surface,  sachant  que  le  coefficient  de  dilatation  de 
la  tôle  est  0,0000122.—  Rép.  g^^-^OUI . 

51  •  Un  vase  sphérique  dont  le  rayon  égale  |  de  mètre, 
à  0^,  est  formé  d'une  matière  ayant  pour  coefficient  de 
dilatation  linéaire  la  fraction  ^^^ïï*  Combien  de  kilo- 
grammes de  mercure  ce  vase  renferme-t-il  :  1  "*  à  0^  ;  2**  à 
25*?  —  Rép,  1 6^**""*',874350  \  T  1 7'^°~»,3026. 
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52.  Le  poids  spécifique  du  mercure  est  13^59  à  0^  : 
quel  est,  à  85®,  le  volume  de  30  kilogrammes  de  ce 
métal  ?  —  Rép.  2^%24i . 

53.  Calculer  le  poids  du  mercure  que  contiendrait,  à 
26^  C ,  un  vase  conique  ayant  O'^jST  de  hauteur  et  0°*,23 
de  rayon.  On  sait  que  la  densité  du  mercure  à  0^  est 
13,596,  et  que  le  coefficient  delà  dilatation  cubique  du 
mercure  est  0,00018.  —  Rép.  652"",21 1 . 

54.  Un  ballon  de  verre  renferme  8*^,548  d'air;  on  le 
remplit  de  protoxyde  d'azote  dont  la  densité  est  1 ,52  par 
rapport  à  celle  de  Tair.  On  demande  :  V  quel  serait  le 
poids  du  protoxyde,  si  la  pression  était  la  même  dans  les 
deux  cas;  2"*  quel  serait  le  poids  du  protoxyde,  si  la  pres- 
sion de  Tair  était  0",76  et  celle  du  protoxyde  0",78.  — 
Rép.  ri2",99;2M3«',33. 

55.  Un  vase  sphérique  de  0",25  de  diamètre  est  rem- 
pli de  gaz  hydrogène  à  35®  et  à  la  pression  0",78.  On  de- 
mande :  1  "*  quel  est  le  poids  du  gaz  ;  2""  quel  en  serait  le 
poids  si  la  température  tombait  à  5^  au-dessous  de 
zéro,  et  la  pression  atmosphérique  à  0",74.  —  Rép. 
r/7= 0^,668;  2"  (;  =  0*%83479. 

56.  Un  ballon  vide  pèse  152'',475;  plein  d'air,  il  pèse 
168*^,386,  et  plein  d'un  autre  gaz,  157«',235.  On  de- 
mande :  l""  la  densité  de  ce  gaz  par  rapport  à  l'eau, 
la  pression  étant  invariable;  2''  quelle  correction  il  eût 
fallu  faire,  si  la  pression  avait  été  0",77  pendant  la 
pesée  de  l'air  et0",74  pendant  la  pesée  du  gaz.  —  Rép. 
X =0,000388;  7=0,0004. 

57.  Combien  pèse,  à  0®  et  à  la  pression  0~,76,  l'hy- 
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drogène  contenu  dans  on  balloD  spberique  dont  la  sur- 
face a  40  mètres  carres.  On  sait  que  le  poids  spéci- 
fique de  rhydrogène  par  rapport  à  l'air  est  0^0692,  et 
que  celle  de  Pair  lui-même  par  rapport  à  Teau  est  ^fô"* 
2*  Combien  pèserait  le  même  volume  d'hydrogène, 
s*il  était  mesuré  à  la  température  de  1 5*  et  sous  la  pres- 
sion 0»,77?  —  Rép-  1  V=267«',23;  2V=253V2. 

$  3.  TAPEURS  ET  HTGROMËTKIE. 
lietlmui  préllBilKmirai. 

26.  Passage  de  l'état  liquide  a  l'état  db  vapeub.  ^-  Les  liqui- 
des, excepté  quelques-uns  que  la  chaleur  décompose,  sont  suscepti- 
bles de  se  réduire  en  vapeur,  soit  spontanément,  soit  sous  rinfluence 
d'un  agent  calorifique.  Lorsque  la  formation  des  vapeurs  est  lente, 
on  dit  qu'il  y  a  évmporation;  on  dit  qu'il  y  a  f^aporisaiioriy  lorsque 
le  passage  de  l'état  liquide  à  Tétat  gazeux  est  rapide. 

27.  FoEMATioN  DBS  VAPBUES  DANS  LE  TiPE.  —  1^  La  pressioD  at« 
mospbérique  s'oppose  à  la  production  des  vapeurs  ;  mais,  dans  le 
vide,  le  passage  de  Vétat  liquide  à  l'état  gazeux  se  fait  instanta^ 
némeni, 

2^  Lorsqu'il  y  a  du  liquide  ea  excès,  c'est-à«dire  lorsque  la  quan- 
tité de  liquide  employée  est  plus  que  suffisante  poiur  saturer  de  va- 
peur l'espace  vide,  la  vapeur  jvodnite  prend  cCeUe-Stéme  son  maxi-^ 
muni  de  force  élastique,  " 

La  tension  de  la  vapeur  d'eau,  entre  0®  et  100^  a  été  mesurée  au 
moyen  du  procédé  de  Dalton.  Au-dessus  de  100%  on  a  recours, 
soit  à  l'appareil  de  Dulong  et  Arago"^,  soit  à  celui  de  M.  Regnault. 
Enfin,  la  force  élastique  de  la  vapeur  au-dessous  de  0^  se  détermine 
an  moyen  du  iraromètpe  pecourbé  de  Gay*Lassac. 

28*  Tension  des  vapeubs  dans  les  oAz,  —  1<*  La  quantité  de  vapeur 
nécessaire  pour  saturer  un  espace  donné  est  la  même,  à  température 


*  Fmn^is  Jiraça,  «raEatfançais,  ]ié«n  171^,  non  en  i8Sd. 
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égak^  «pe  cet  espace  soit  TÎde  ou  qu'il  renferme  tl«jà  une  «tmosphère 

gazeuse  (Dalton), 

2^  Lorsqu'une  vapeur  se  répand  dans  un  espace  contenant  un  gaz, 
elle  se  diffuse  dans  ce  gaz,  et  la  force  élastique  du  mélange  est  la 
somme  des  forces  élastiques  du  gaz  et  de  la  vapeur. 

29.  Hygromètres.  —  On  appelle  hygromètres  des  appareils  desti- 
nés à  indiquer  le  rapport  qui  existe  entre  la  quantité  de  vapeur  d'eau 
répandue  dans  l'air  et  celle  qui  s'y  trouverait  si  l'air  était  saturé.  Ce 
rapport  représente  Vétat  hygrométrique  ou  fraction  de  saturation  de 
l'air«  On  dit  aussi  que  Tétat  hygrooiécnqae  de  l'air  est  le  rapport  en- 
tre la  force  élastique  de  la  vapeur  d*eaii  qu'il  eo&ticnt  el  celle  de  la 
vapeur  qu'il  contiendrait,  à  la  même  température»  s'il  était  saturé. 

Les  principaux  hygromètres  sont  :  celui  de  Saussure  *  ;  l'appareil 
à  condensation  de  Daniell,  et  l'hygromètre  de  M.  Regnault. 

PROBLÈME  LXVI. 

Le  volume  d'un  mélange  d'air  et  de  vapeur  d'eau,  à 
la  température  dé  â  et  sous  la  pression  H,  est  Y^.  I^ 
température  devient  ^  et  la  pression  H'.  Quel  est  alors 
le  volume  V  du  mélange?  L'air,  dans  les  deux  cas,  est 
saturé  de  vapeur,  et  les  tensions  maxima  de  la  vapeur 
d'eau  kf  etk  â  sont  respectivement  F,  et  F,'. 

Il  est  dair  d'abord  que,  dans  le  premier  cas,  l'mir  sec  occupe  le 
volume  Yitout  entier.  Quelle  est  la  tension  de  cet  air? 

La  tension  du  mélange  est  H  -y  celle  de  la  vapeur  est  Fi;  k  tension 
de  l'air  sec  égale  donc 

H— F|. 


*  Bénédict  deSattssure,mL{va'eL\i&te,  né  en  1740,  mort  en  1799.  Son  fils, 
Théodore  de  Saussure  (1767-184$),  te  distingua  par  ses  travaux  sur  la  phy- 
sique et  la  chimie  végétale. 
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Pareillement,  dans  le  deuxième  cas,  Tair  sec  occupe  le  TolameVr, 
et  possède  une  tension  égale  à 

H'  — Fr. 

Si  Ton  fait  la  correction  que  nécessite  le  changement  de  pression, 
on  aura 

_        H— F« 

Comme  la  température  n'est  pas  invariable,  mais  passe  de  t*  à  e*^, 
on  aura,  pour  expression  du  Tolume  final, 

v'-v.   ^-^'    ^+«^ 

C'est  là  le  volume  occupé  par  l'air  sec,  et  partant  par  le  mélange,  à 
la  fin  de  l'expérience. 

PROBLÈME  LXVn. 

Quel  est  le  poids  d'un  litre  d'air  saturé  de  vapeur 
d'eau  à  ^  et  sous  la  pression  H  ?  On  sait  que  la  force 
élastique  de  la  vapeur  est  F^. 

SolMllOB.   * 

Le  poids  d'un  litre  d'air  saturé  de  vapeur  d'eau,  à  t?  et  sous  la 
pression  H,  est  égal  au  poids  d'un  litre  d'air  sec  k  â  et  sous  la  pres*- 
sion  H  —  Vty  augmenté  du  poids  d'un  litre  de  vapeur  à  t*  et  à  la 
pression  Y  t. 

Désignons  le  premier  de  ces  poids  par  x  et  le  deuxième  par  /. 

Calcul  de  X.  —  On  sait  que,  sous  la  pression  0"',760  et  à  la  tem- 
pérature 0%  le  poids  d'un  litre  d'air  sec  est  is',293;  à  i^  et  sous  la 
pression  H  —  F(,  le  poids  du  litre  d'air  sec  sera 

.     «»»  H  — F,        i 
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Calcul  de  y.  —  Un  litre  d^air  sec,  à  <®  et  sous  la  pression  F; ,  pèse  : 

Si  Ton  appelle  D  la  densité  de  la  vapeur  d*eau  par  rapport  à  Pair, 
le  poids  d'un  litre  de  vapeur  à  la  pression  F^  sera 

En  ajoutant  x  et/,  on  aura  le  poids  cherché  : 

Si  Ton  prend  |  pour  valeur  de  D,  il  vient 

PROBLÈME  LXVn. 

Quel  est,  à  30^  et  sous  la  pression  O"*,??,  le  poids  d'un 
mètre  cube  d'air  dont  T état  hygrométrique  est  |? 

On  sait  que  la  densité  de  la  vapeur  d'eau  par  rapport 
à  l'air  est  | ,  et  que  la  tension  maxima  de  cette  vapeur  à 
3œest0",0315. 

Sol«IIOB. 

A  30®,  sous  la  pression  0"'y77,  le  poids  d'un  mètre  cube  d'air  dont 
rétat  hygrométrique  est  ^  égale  le  poids  d*un  mètre  cube  d'air  sec  à 
30®  et  sous  la  pression  O",??— 0~,03i5  ou  0"»,7385,  augmenté  des 

PR.  DE  MATH.  30 
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trois  quarts  chi  poids  d'un  litre  de  vapeur  à  30^  et  à  la  pression 
0%03i5.  De  là  l'équation 

[1]  P=^  +  Î7. 

Calcul  <2r  X.  —  En  raisonnant  comme  dans  le  problème  précédent, 
on  trouve 

Calcul  de  y.  ^-  Un  mètre  cube  d'air  sec,  à  30^,  sous  la  pression 
3%15y  pèse 

3,15  4 


4293*'. 


76  •  i  +  0,00366  X  80' 


La  densité  de  la  vapeur  d'eau  étant  | ,  le  poids  d*un  mètre  cube  de 
vapeur  à  la  pression  3*,15,  sera 

La  relation  [1]  devient  donc 

P  =  il32«^  +  f.30  =  4154«',5 

PROBLÈME  LXVIII. 

Un  baromètre,  un  thermomètre  centigrade  el  un  hy- 
gromètre à  cheveu  marquent  :  le  premier,  0°",758;  le 
deuxième,  20*  et  le  troisième,  70*.  A.  quelle  tempéra- 
ture faudrait-il  prendre  de  l'air  sec  pour  que,  sous  la 
même  pression,  la  densité  de  cet  air  fût  égale  à  celle  de 
l'air  humide,  au  moment  où  les  observations  ont  été 
faites? 

On  sait  que  le  coefficient  de  dilatation  des  gaz  est 
0,00367;  que  la  tension  maxima  de  la  vapeur  d'eau  à 
20*  est  0,0174,  et  que  l'état  hygrométrique  qui  corres- 
pond au  70*  degré  de  l'hygromètre  est  0,472. 
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Sol«il«ii« 

Désignons  par  D^  la  densité  de  l'air  par  rapport  à  Veau,  à  0^  et 
sous  la  pression  de  0"*,760;  nous  aurons,  pour  densité  de  l'air  sec, 
à  la  température  x  et  sous  la  pression  0*^,768, 

[aj  Do . 


760  '  \  +  0,00367 X* 

Cette  densité  doit  égaler  celle  de  Tair  humide  dans  lequel  le  ba- 
romètre marque  0"*,758,  il  thermomètre  20®  et  Fhygromètre  70*. 

A  son  tour,  la  densité  de  cet  air  humide  égale  ;  1°  celle  de  Tair 
sec  à  20®  et  sous  la  pression  758""—  17""»,(i  X  0,472,  c'est-à-dire 

rai         D     7S8-i7,4X  0,472  \  . 

^^^  '•  760  •1+0,00367X20' 

2°  celle  delà  vapeur  d'eau  à  20®,  sous  la  pression  17"™, 4  X 0,472 
ou  8"",21. 

Or  la  densité  de  l'air  sec,  dans  ces  conditions,  est 

D    S'21  \ 


760  •  0,00367  X  20* 

Par  conséquent,  comme  la  densité  de  la  vapeur  d'eau  égale  les 
622  millièmes  de  celle  de  l'air,  la  densité  de  la  vapeur  d'eau  à  20®, 
sous  la  pression  8,21 ,  sera 

QUI  A 

[y]  0,622Do.  -^  .  0,00367  X  20' 

D'après  l'énoncé,  on  égalera  maintenant  la  quantité  [a]  à  la  somme 

des  deux  autres  [p]  et  [y] ,  et,  de  l'équation  ainsi  obtenue,  on  tirera 

facilement  la  valeur 

07=  21®  environ. 

EXERCICES. 

58.  Quel  volume  occupe  1  gramme  de  vapeur  d'eau  à 
400^  el^sous  la  pression  O^'jTeO?  On  sait  qu'à  celle  tem- 
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përature  la  densité  de  la  vapeur,  par  rapport  à  l'air,  est 
0,6235.  •—  Rép.  Environ  1700  fois  son  volume  pri- 
mitif. 

59.  On  donne  5''',793  d'un  gaz  saturé  d'humidité,  à 
1 0%  sous  la  pression  0°',764.  Quel  est  le  volume  du  gaz  à 
25%  sous  la  pression  de  0'°,756,  en  supposant  le  gaz  sec 
et  en  prenant  0°',0D9475  pour  valeur  de  la  tension 
maxima  de  la  vapeur  d'eau  à  1 0*?  —  Rép.  6  litres. 

60.  Quel  poids  d'eau  contiennent  7*'*,225  d'un  gaz  sa- 
ture d'humidité  à  22^?  On  sait  que  la  tension  maxima 
de  la  vapeur  d'eau  à   22'  égale  0",019417.  —  Rép. 

or  =  0^1 38. 

61 .  Trouver  le  poids  de  la  vapeur  d'eau  qui  se  liquéfie 
lorsqu'un  mètre  cube  d'air  humide,  dont  l'état  hygro- 
métrique est  I ,  passe  de  20^  à  0*.  On  sait  que  la  tension 
maxima  de  la  vapeur,  à  20^,  égale  O'^jOHA,  et,  à  zéro, 
0"*,0046.  —  Rép.  8  grammes  environ. 

S  4.  MÉTHODE  DES  MÉLANGES  POUR  DÉTERMINER  LA  CAPAOTÉ 

CALORinQUE  D'UN  CORPS. 

Notions  préllmlii aires. 

30.  Unité  de  chaleur  ;  chaleur  spécifique.  —  On  appelle  unité 
de  chaleur  ou  calorie  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  élever 
de  0^  à  1^  la  température  d'un  kilogramme  d'eau. 

La  c/taleur  spécifique  ou  capacité  calorifique  tfun  corps  est  la  quan- 
ti té  de  chaleur  que  Tunité  de  poids  de  ce  corps  absorbe,  pour  passer 
de  0^  à  1^,  comparée  à  la  quantité  de  chaleur  qui  serait  nécessaire 
pour  élever  de  0^  à  i*  la  température  de  l'unité  de  poids  de  l'eau 
distillée. 

La  quantité  de  chaleur  gagnée  ou  perdue  par  un  corps  dont  le 
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poids  est  P,  la  température  initiale  T,  la  température  finale  0,  et  la 
capacité  calorifique  G,  est  donnée  par  la  formule 

Q  =  PC(T  — ô). 

SI  la  température  finale  d  est  plus  grande  que  T,  la  parenthèse  est 
égale  à  (6  — T). 

Les  méthodes  principales  employées  pour  déterminer  les  capacités 
calorifiques  des  corps  sont  au  nombre  de  deux  :  la  méthode  des  mé- 
langes et  la  méthode  de  la  fusion  de  la  glace.  Occupons-nous  d'abord 
de  la  première. 

PROBLÈME  LXTX. 

• 

Pj  est  le  poids  d'un  corps;  T^  désigne  sa  température 
initiale  et  Q  sa  capacité  calorifique.  On  plonge  ce  corps 
dans  un  poids  P,  d'eau  à  la  température  de  T,.  Le  poids 
du  vase  qui  contient  Teau  est  Pj;  la  capacité  calorifique 
du. métal  dont  ce  vase  est  fait  égale  C,.  On  demande  la 
capacité  calorifique  C^  du  corps  plongé  dans  Teau,  sa- 
chant que  la  température  finale  du  mélange  est  6. 

Désignons  par  Qi  la  quantité  de  chaleur  perdue  par  le  corps  que 
Ton  plonge  dans  l'eau,  par  Qi  la  quantité  de  chaleur  gagnée  par 
Peau,  et  par  Qs  celle  que  gagne  le  vase  dans  lequel  cette  eau  est  con- 
tenue ;  on  aura  pour  équation  du  problème  : 

Mais  Q.  =  P,C,(T,-e), 

Q,=P,(»-TJ, 
Q,=  PA(9-TJ,- 
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L'expression  [a]  devient  donc 

[p]  P,C.(Ti-6)=(P.  +  P,C)(6-T^, 

Remarque.  —  Souvent  on  remplace  PaQ  par  la  lettre  [a.  Cette 
lettre  désigne  le  poids  d'eau  qui  absorberait  la  même  quantité  de 
chaleur  que  le  vase  ;  on  dit  alors  que  le  vase  est  réduit  en  eau, 

9 

PROBLÈME  LXX. 

Un  vase  en  cuivre,  pesant  0**^,534,  renferme  60  kilo- 
grammes d*eau  à  15^,5.  On  plonge  dans  l'eau  de  ce  vase 
5  kilogrammes  d'un  métal  à  80^  La  température  de 
Teau  devient  26^,4.  On  demande  la  capacité  calorifique 
de  ce  métali  sachant  que  celle  du  cuivre  est  0,09. 

Solatioii. 

Il  suffil,  pour  résoudre  ce  problème,  d'appliquer  la  formule 

En  y  remplaçant  les  lettres  par  leurs  valeurs,  on  obtient 

n  _(60  +  Q,g34X0,09)(i6,4  — iS^^)_  ^  ,,^ 
^  ^(80  — 26,4)  ^    *^     • 

PROBLÈME  LXXÎ. 

On  a  une  sphère  de  platine  de  0™,05  de  rayon,  à  95^; 
on  la  plonge  dans  2  litres  d'eau  à  4^  La  capacité  calori- 
fique du  platine  est  0,0324;  son  coedficient  de  dilatation 
est  0,000008842,  et  sa  densité  22,07  à  0'. 

Quelle  est  la  température  de  l'eau,  quand  l'équilibre 
s'est  établi? 
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Solallon. 

Reprenons  la  formule 

t^J  ^- P.(T,-6) ' 

nous  en  déduirons  successivement  : 

QP,(T,  — 6)  =  (P,  +  PA)(e  —T.) , 

CP,T. — QP»e = e  (P, + PjCij — T,  (P,  +  prfV). 

C,PiT,  +  T.(P,+  P,Cy 


[2]  6  = 


CiPt+P.  +  P.C    • 


Cette  formule  se  simplifie  lorsqu'on  néglige  la  quantité  de  cbaleut 
gagnée  par  le  vase.  Dans  l'exemple  proposé,  l'expression  [3]  devient 

ron  a CiPiTi  -|-  T,P» 

t^3  *-   c.p,+p.  • 

Cakttl  deVi.  -*--  Le  poids  de  la  sphère  de  platine  est 

Pi=VaBXDta. 

Or  V«=  I  «R»  =  I TT.  123  =  523««. 

IVaiitre  part. 

Le  poids  cherché  est  donc 

Pi  =  523  X  22,05  =  i  1^^1,532. 

En  remplaçant  les  lettres  par  leurs  valeurs,  dans  l'expression  [37,  on 
obtient 

0,0324XH,532X9»  +  4X2_     , 
0,0324X11,332  +  2         "~ 
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EXERCICES. 

62.  On  sait  que  la  capacité  de  Tor  pour  la  chaleur  est 
0,0298,  celle  de  Teau  ëtant  prise  pour  unité.  Combien 
faut-il  de  kilogrammes  d'or  à  45®  pour  élever  de  12*^,3  à 
15^7    la    température  de   1 '",00058   d'eau?  —  Rép. 

3*^,896.  ^ 

63.  On  mélange  1  kilogramme  d'eau  à  zéro  avec 
1  kilogramme  de  mercure  à  100%  on  trouve  que  la  tem- 
pérature du  mélange  est  3*.  Quelle  est  la  capacité  calori- 
fique du  mercure,  comparée  à  celle  de  l'eau?  —  Rép, 
0,0309. 

64.  Un  vase  de  laiton,  du  poids  de  30  grammes,  ren- 
ferme un  poids  inconnu  d'eau  à  20°.  On  y  plonge 
40  grammes  de  fer  à  1 00®,  et  le  mélange  s'élève  à  20®,71 6. 
On^ demande  quel  est  le  poids  de  l'eau  renfermée  dans  le 
vase.  On  sait  que  la  chaleur  spécifique  du  fer  est  0,1137 
et  celle  du  laiton  0,0939.  —  Rép.  501  grammes. 

65.  Un  vase  métallique,  pesant  1  kilogramme,  ren- 
ferme 25''",37  d'eau  à  14®,  5.  La  chaleur  spécifique  du 
métal  est  0,12,  celle  de  l'eau  étant  prise  pour  unité.  On 
met  dans  l'eau  de  ce  vase  6"*,93  d'un  autre  métal  à  62^3, 
et  la  température  du  mélange  s'élève  à  17®,  5.  On  de- 
mande la  chaleur  spécifique  de  ce  dernier  métal.  — 
Rép.  0,246. 

66.  Un  ballon  sphérique  de  0",14  de  rayon  est  plein 
de  mercure  à  70®.  Un  vase  cylindrique  de  0°',4  de  hau- 
teur  et  0"*,2  de  rayon  est  à  moitié  rempli  d'eau  à  4®C. 
On  y  verse  le  mercure  du  ballon  sphérique.  Quelle  sera 
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la  température  du  mélange^  en  négligeant  la  tempéra-^ 
ture  des  parois  du  vase^  sachant  que  la  capacité  calori- 
fique du  mercure  est  0,033  ?  —  Rép.  6  =  1 5^ 

$  5.  CALORIQUE  LATENT  DE  FUSION. 

Notions  préllmliiairea. 

51 .  Chaleua  LiTENTE.  —  Od  appelle  chaleur  latente  celle  qui  sert, 
non  pas  à  élever  la  température  d'un  corps ,  mais  à  en  changer  l'état. 

MM.  de  La  Provostaye  et  Desains  ont  trouvé  qu'un  kilogramme 
de  glace,  pour  passer  de  l'état  solide,  à  l'état  liquide,  absorbe,  à  l'état 
de  calorique  latent,  une  quantité  de  chaleur  égale  à  celle  qu'il  fau- 
drait dépenser  pour  élever  1  kilogramme  d'eau  de  zéro  à  79^,25.  C'est 
ce  qu'on  veut  exprimer  lorsqu'on  dit  que  le  calorique  latent  de 
la  glace  est  79,25. 

Remarque.  —  La  plupart  du  temps,  dans  les  applications,  on  né- 
glige la  fraction  0,25. 

PROBLÈME  LXXn. 

Une  certaine  quantité  d'eau  ^  pesant  P^  kilogrammes, 
est  renfermée  dans  une  caisse  en  métal  dont  le  poids  est 
P,  kilogrammes  et  dont  la  capacité  calorifique  est  C.  La 
température  de  Teau  est  T^.  On  demande  le  poids  P,  de 
glace  à  0^  qu'il  faut  y  dissoudre  pour  que  la  température 
du  mélange  s'abaisse  à  0^. 

Solwtlon. 

11  est  évident  que  la  quantité  de  chaleur  perdue  par  l'eau  et  par  la 
caisse  métallique  égale  la  quantité  de  chaleur  absorbée  par  la  glace. 
Si  l'on  désigne  ces  quantités  par  Qt  »  Qi  Qs)  Téquatiou  du  problème 
est 

Mais  la  chaleur  absorbée  par  la  glace  se  compose  de  deux  parties  : 
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l'une^i  nécessaire  à  la  fusion  de  la  glace;  l'autre  ^t  empJoyée  pour 
élever  Peau  qui  provient  de  cette  fusion  de  0^  à  0^  : 

La  relation  [1]  devient  donc 

m  Qi+Qi=?i+î'i. 

Mais  Q,=Pi(T  — Q), 

Q»=PtC(T-6), 

Î5=Paa. 
Il  en  résulte 

[1]  p,(T— 6)  +  PjC(T— e)=79P5+p,e, 

(P,  +  P,C)(T-.Ô)  =  P,(79  +  Ô), 

d»où  (P.  +  P,C)(T-6) 

•  79  +  Ô 

PROBLÈME  LXXIU. 

Une  caisse  en  métal,  pesant  5*^,432,  renferme 20"*,  175 
d'eau  à  32^  On  demande  combien  il  faut  y  dissoudre  de 
glace  à  0^  pour  que  la  température  du  mélange  s^abaisse 
à  12^,5.  On  sait  que  la  chaleur  spécifique  du  métal  dont 
la  caisse  est  faite  égale  ^. 

La  formule  p^^(Pi+P>C)(T-6) 

donne,  si  Ton  substitue  aux  lettres  leurs  valeurs, 

P  -  (20>"8  +  S.432xA)(32-12,5)  _ 
'  19^+12,5  —  *   '^^'*' 
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PROBLÈME  LXXIV. 

On  suppose  que  la  terre  soit  couverte  d^une  couche  de 
2  centimètres  d'épaîsseuF  de  neîge  à  O^r  Quelle  est  Té- 
paisseuT  de  la  couche  de  ptuie^  tombant  à  i^y^^  ffoi  se- 
rait nécessaire  pour  déterminer  la  fusion  de  la  neige.  On 
sait  que  la  densité  de  la  neîge^  par  rapport  à  celle  de  Teau 
de  pluie,  est  0,7& 

Solution. 

Sur  chaque  centimètre  carré  de  surface  repose  un  volume  de  neige 

égal  à  2  centimètres  cubes  et  un  poids  de  26*^X0,78  ou  18%56. 

Or,  pour  liquéfier  1  gramme  de  neige  à  0^,  il  faut  79  grammes 

79 
d'eau  à  1^  ou  r^-^  gracnmes  d'eau  à  12,5;  donc^  pour  liquéfier  1k<',56 

de  adge,  il  faudra 

7^.l8%56d'eauàl2<^,5. 
12,5 

Le  volume  de  cette  eau^  exprimé  en  centimètres  cubes,  est 

9«-',89; 

et  comme  ce  volume  repose  sur  une  base  de  1  centimètre  carré,  la 
hauteur  cherchée  sera 

9«*°',,89. 

ESEMMXS. 

67.  On  mêle  7  kilogramme»  de  glace  à  zéro  viec 
30  kilogrammes  d'eau  à  47*.  Quelle  sera  la  température 
du  mélange?  —  Rép.  0  =  23^ 

68,  2  kilogrammes  de  cuivre  à  60*  fondent,  dans  le  ca- 
lorimètre^ 140  grammes  de  glace.  On  deniande  d'en  dé- 
duire la  capacité  calorifique  du  cuivre. — Rép.  C-=0,09. 


i 


476  DEUXIËHfi  PARTIE. 

69.  45  kilogrammes  d'eau  sont  renfermés  dans  une 
caisse  de  cuivre  du  poids  de  2^*^,538.  La  température  de 
celle  eau  est  28^5.  On  y  dissout  7*"'^, 550  de  glace.  On 
demande  la  lempérature  du  mélange,  sachant  que  la 
chaleur  spécifique  du  cuivre  çst^.  —  Rép.  6  =  13^ 

70.  On  plonge  une  sphère  de  glace,  ayant  0"*,134  de 
rayon,  dans  un  bain  de  20  litres  d'eau  à  80^  On  de- 
mande la  température  du  bain  après  la  fusion  de  la  glace. 
—  Rép.  e  =  29^: 

71.  Combien  faudrait-il  de  kilogrammes  de  glace  à 
0*  pour  amener  à  1 0®  Feau  contenue  dans  un  bassin  cir- 
culaire dont  la  circonférence  supérieure  est  8™, 50,  la 
circonférence  inférieure  6™,  15  et  la  hauleur  1"',76.  Ce 
bassin  est  rempli  d'eau  à  moitié  de  sa  .hauteur,  et  la  tem- 
pérature de  l'eau  est  30*.  —  Rép.  700  kilogrammes. 

§  6.  CALORIQUE  LATENT  DE  VAPORISATION. 

Notions  préliminaires. 

52.  Principe.  —  De  même  que  les  corps  solides,  en  se  liquéfiant, 
absorbent  une  certaine  quantité  de  chaleur  qui  est  sans  effet  sur  les 
appareils  thermométriques,  de  même  les  liquides,  en  se  vaporisant, 
rendent  latente  une  certaine  quantité  de  chaleur  qu'on  nomme  calo" 
rique  latent  de  vaporisation  ou  calorique  (F élasticité , 

M.  Despretz  a  trouvé  qu'un  gramme  d*eau  à  i  00^,  pour  passer  à 
l'état  de  vapeur,  absorbe  une  quantité  de  chaleur  égale  à  celle  qu'il 
faudrait  dépenser  pour  élever  540  grammes  d*eau  de  0^  à  1^.  C'est 
ce  qu'on  veut  exprimer  lorsqu'on  dit  que  le  calorique  d'élasticité  de 
la  vapeur  d'eau  est  540. 

PROBLÈME  LXXV. 

On  fait  passer  P^  kilogrammes  de  vapeur  d*eau  à  1 00* 
dans  une  masse  d'eau  dont  le  poids  est  P,  et  la  tempe- 
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rature  P.  Cette  eau  est  contenue  dans  un  récipient  pe- 
sant P,  kilogrammes.  Quelle  est  la  température  finale  0 
du  mélange?  On  sait  que  la  chaleur  spécifique  du  métal 
dont  le  récipient  est  fait  égale  C,  et  que  la  chaleur  la- 
tente de  la  vapeur  d'eau  est  540. 

Solution. 

La  quantité  de  chaleur  abandonnée  par  la  vapeur  est  évidemment 
égale  à  la  quantité  de  chaleur  gagnée  par  Teau  du  récipient,  aug- 
mentée de  celle  que  le  vase  absorbe.  Si  donc  on  désigne  ces  trois 
quantités  par  Qi ,  Qs  et  Qs ,  on  aura 

Mais  la  quantité  de  chaleur  abandonnée  par  la  vapeur  se  compose  de 
deux  parties  :  i<^  la  quantité  de  chaleur  qui  était  nécessaire  pour 
maintenir  la  vapeur  à  l'état  de  fluide  aériforme  ;  â^  celle  que  perd 
l'eau  qui  résulte  de  la  condensation,  en  descendant  à  la  température 
finale.  Appelons  ces  quantités  qi  et  çt;  la  relation  [a]  deviendra 

Or  y,=:540P,, 

9,  =  Pi(100-6), 

Q,=P,(e— T), 

Q,  =  P,C(9— T). 
De  là  l'équation 

540Pi+Pt(l00  — 6)=P,(e— T)-{-P,C(6  — T). 

6(Pi4-P,  +  P,C)  =  (840  +  100)P,H-T(P,  +  P,C). 

640Pt4-T(P.  +  P.C) 

-     Pi  +  p.+p.c    • 

BeMMrqae.  -^  La  chaleur  latente  de  vaporisation,  à  100*,  est, 
avons-nous  dit,  représentée  par  le  nombre  K40.  Si  l'on  ajoute  à  ce 


478  DEUXIÈME  PARTIE. 

nombre  les  100  calories  nécessaires  pour  élever  Teau  de  0*^  à  iOù\ 
on  voit  que  la  chaleur  totale  que  Feau  absorbe  pour  se  convertir  en 
vapeur  à  100^  est  6^0  calories. 

Ce  nombre  n'est  pas  constant.  Un  kilogramme  de  vapeur  à  ^  pos- 
sède, d'après  les  expériences  de  M.  Regnault,  une  quantité  k  de  cha- 
leur représentée  par  la  formule  «ropirique 

X  =  606,54-0,305/. 

Dans  le  cas  particulier  où  #==  !  40,  k  =  64^. 

PROBLÈME  LXXVI. 

On  fait  passer  34^*,26  de  vapeur  d'eau  à  1 40®  dans  une 
masse  d'eau  de  2500  kilogrammes  à  1 6^  Cette  eau  est 
contenue  dans  un  réservoir  en  laiton  du  poids  de 
122  kilogrammes.  On  demande  la  température  du  mé- 
lange, sachant  que  la  chaleur  spécifique  du  laiton  est 
0,0939- 

Solation. 

Pour  résoudre  ce  problème,  nous  aurons  recours  à  la  formule 

6^9fi  +  T(P»  +  P,C) 
Pi  +  P.  +  PjC      • 

En  substituant  aux  lettres  leurs  valeurs,  on  obtient 

^      649X34,26  4-16(2500+122X0,0939)      ^, 
34,26  +  25U0  + 1 22  X  0,0939 

PROBliaiE  LXXYU. 

On  a  fait  arriver,  dans  un  poids  d'eau  inconnu,  5^^,37 
de  vapeur  d'eau  à  100^,  sous  la  pression  0",76.  On  a 
ainsi  porté  la  température  de  cette  eau  de  8**, 5  à  30*,4. 
On  demande  le  poids  de  cette  eau,  sachant  que  ce  11- 
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quide  était  renfermé  dans  un  vase  métallique  pesant 
0^^,426,  et  que  la  chaleur  spécifique  du  métal  est  0,1 . 

La  formule 

rn  640P>+T(p>+P8C) 

'■  ^  Pi  +  P»  +  P«G       ' 

dans  laque^e  Pt  indique  le  poids  de  Teau  contenue  dans  le  vase, 
donne 

Pi  Ô  +  Ô  (Pi  +  PsC)  =  640Pi  +  P,T  +  PsCT. 

P,(e— T)=Pi(640  — Ô)+P3C(T— 6); 

fi(640  — 6)  — PsCÇe  —  T) 

^•= r=if • 

£n  substituant  aux  lettres  leurs  valeurs,  il  vient  : 

_S,37(640-30,4)-0,426.^(30,4-8,5)_ 

PIM>BI£HE  LKXVin. 

On  suppose  que  la  terre  soit  couverte  dVune  couche 
de  neige  à  0^  et  que  cette  couche  de  neige  ait  1  centi- 
mètre d'épaisseur.  Combien  devra-t-elle  recevoir  de 
chaleur  du  soleil,  par  mètre  carré  de  superficie,  pour 
se  répandre  dans  Tair  sous  forme  de  vapeur  à  1 0^?  On 
sait  que  la  densité  de  la  neige  est  0,78,  et  que  la  cha- 
leur latente  de  vaporisation  à  1 0*  égale  600. 

Sol«ti«m, 

Cherchons  d'abord  le  poids  de  la  neige  qui  repose  sur  un  mètre 
carré  de  superficie. 
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Si  nous  appelons  p  le  Tolume  de  cette  neige  et  p  son  poids,  nous 
aurons 

•»  =  !  X0,01  =0"%040=  10*-« 

et  /?=40X0,78  =  7"»,8 

Or  chaque  kilogramme  de  neige  à  0°  exige,  pour  passer  à  Pétat  de 
vapeur  à  10^, 

(79,25  +  40+  600)  calories, 
et  7«i,8, 

(79,25 +  40 +  600)7,8  =  5376<^,i5. 

EXERCICES. 

72.  Combien  faut-il  de  kilogrammes  de  vapeur  d'eau 
pour  porter  de  13*  à  28®  la  température  d'un  bain  de 
246  kilogrammes  d'eau  ?  —  Rëp.  6'^",029- 

73.  Combien  faut-il  de  kilogrammes  de  glace  pour 
liquéfier  et  ramener  à  0®  la  température  de  3  kilogram- 
mes de  vapeur  d'eau?  — -  Rép.  24  kilogrammes. 

74.  La  chaleur  latente  de  la  vapeur  d'eau  étant  égale 
à  536,  on  demande  à  quelle  température  on  élèvera 
20  litres  d'eau  à  4®,  en  y  conduisant  1  kilogramme  de 
vapeur  d'eau  à  1 00%  sous  la  pression  de  760  millimè- 
tres.— Rép.  e=34^ 

75.  Quelle  est  la  chaleur  latente  de  la  vapeur  d'eau, 
sachant  que,  si  dans  300  litres  d'eau  à  14®  on  fait  con- 
denser 24  kilogrammes  de  vapçur  d'eau  bouillante,  à  la 
pression  0°',760,  la  température  de  la  masse  se  trouve 
élevéeà6l®,4?  — Rép.  530. 

76.  30  kilogrammes  d'eau  sont  renfermés  dans  une 
caisse  formée  d'un  métal  dont  la  capacité  calorifique  est 


SCIENCES  PHYSIQUES.  481 

• 

■^j  celle  de  Teau  étant  prise  pour  unitë.  Cette  caisse 
pèse  1^'^,584.  Combien  faut-il  de  vapeur  d'eau  produite 
sous  la  pression  0^,16  pour  élever  la  température  de 
12'',52  à  48',68?  On  prendra  537  pour  chaleur  latente 
de  la  vapeur  d'eau.  —  Rép.  x=i  1^",853. 

77.  Une  cuve  cjUndrique,  à  fond  plat  et  horizontal, 
a  l'^ySO  de  diamètre  et  0'",75  de  hauteur  à  l'intérieur. 
Elle  est  à  moitié  pleine  d'eau  à  4\  On  chaufTe  ce  liquide 
en  y  faisant  arriver  de  la  vapeur  à  1 00^,  fournie  par 
5^*^,250  d'eau.  Quelle  sera  la  température  du  bain  ainsi 
chaulTé?  On  négligera  la  température  du  vase.  »—  Rép. 
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CHAPITRE  VI. 

ACOUSTIQUE. 

55.  Défikitions.  --^l^ acoustique  est  la  partie  de  la  physique  qui  a 
pour  objet  l'étude  du  son.  Le  son  est  une  sensation  particulière,  exci- 
tée dans  Torgane  de  l'ouïe,  par  un  mouvement  vibratoire  imprimé  à 
la  matière  pondérable.  H  ne  se  propage  pas  dans  le  vide. 

34.  Vitesse  du  son.  —  La  vitesse  du  son  dans  Fair  n'est  pas  con- 
stante  :  à  0<^,  elle  égale  33i  mètres;  à  iO®,  337  mètres;  à  16^ 
340  mètres.  Elle  est  d'ailleurs  indépendante  de  la  pression. 

Dulong  a  trouvé  qu'à  0®  la  vitesse  du  son  est  de  li 6  mètres  dans 
l'acide  carbonique,  de  317  mètres  dans  l'oxygène,  et  de  i269  mètres 
dans  l'hydrogène.  Dans  l'eau,  la  vitesse  du  son  est  plus  de  4  fois  plus 
grande  que  dans  l'air  {Sturm  et  Collado/ij  lac  de  Genève,  1827}. 
Dans  les  solides,  elle  est  plus  grande  encore  :  ainsi,  dans  le  sapin,  le 
son  se  propage  1 8  fois  plus  vite  que  dans  l'atmosphère. 

35.  RÉFLEXION  DU  so?i  ;  ÉCHOS.  —  Lorsque  les  ondes  sonores  ren- 
contrent un  obstacle,  elles  rebondissent,  comme  les  corps  élastiques, 
en  faisant  un  angle  de  réflexion  égal  à  l'angle  d'incidence  :  c'est  cette 
réflexion  du  son  qui  produit  les  échos.  Pour  qu'il  y  ait  écho,  il  faut 
que  la  surface  réfléchissante  reçoive  le  son  dans  la  direction  de  l'ob- 
servateur, et  que^  de  plus,  cette  surface  soit  au  moins  à  1 7  mètres. 
A  cette  distance ,  l'écho  est  monosyllabique  ;  il  est  bisyllabique  à 
34  mètres,  etc.  On  appelle  échos  multiples  ceux  qui  répètent  plu- 
sieurs fois  le  même  son.  Lorsque  la  distance  de  la  surface  réfléchis- 
sante à  l'observateur  est  inférieure  à  1 7  mètres,  Toreille  ne  peut  dis- 
tinguer le  son  direct  du  son  réfléchi  :  il  y  a  résonnance. 

86.  Qualités  du  son.  —  On  distingue  trois  qualités  dans  le  son  : 
le  timbre,  l'intensité  et  la  hauteur.  Le  timbre  dépend  de  la  nature 
même  des  corps  sonores;  X intensité^  de  l'amplitude  des  vibra- 
tions qui  produisent  le  son  ;  la  hauteur ,  du  nombre  des  vibra- 
tions, dans  un  temps  donné.  Plus  ce  nombre  est  grande  plus  le  son 
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est  haut  ou  aigu^  plus  il  est  petit,  plus  le  son  est  ba&  ou  grat^^  On 
compte  les  vibrations  qui  engendrent  un  son,  soit  au  moyen  <lé  la 
sirène,  soit  au  moyen  de  la  roue  dentée  de  Savart.  Ce  physicien  a 
montré  qae  la  limite  des  sons  perceptibles  est  i  6  vibrations  simples 
par  seconde,  pour  les  sons  graves,  et  48  000  pour  les  sons  aigus. 

Deux  sons  produits  par  un  même  nombre  de  vibrations  sont  dits 
à  t unisson;  lorsque  le  nombre  des  vibrations  n'est  pas  le  même,  on 
entend,  à  des  intervalles  de  temps  égaux,  des  renforcements  que  l'on 
désigne  sous  le  nom  de  battements. 

57.  Vibrations  transversales  des  cordes.  —  Les  vibrations  trans" 
versales  des  cordes  ont  été  étudiées  par  I^agrange  en  1759.  £Ues  so^t 
soumises  aux  lois  suivantes  : 

i®  Les  nombres  de  vilH*ations  d'une  corde  sont  en  raison  inVerse 
de  sa  longueur. 

^^  Ils  sont  proportionnels  aux  racines  carrées  des  poids  qui  tendent 
la  corde. 

3o  Ils  sont  en  raison  inverse  du  diamètre  de  celte  corde. 

tàp  Enfin,  pour  des  cordes  faites  de  matières  différentes,  ils  sont  en 
raison  inverse  des  racines  carrées  des  densités  des  substances  dont 
les  cordes  sont  faites. 

Ces  lois  découlent  de  la  formule 


"^Wâ' 


dans  laquelle  n  désigne  le  nombre  des  vibrations,  r  et  /le  rayon  et 
la  longueur  de  la  corde,  P  le  poids  qui  la  tend^  et  d  la  densité  de  la 
matière  dont  elle  est  faite. 

38.  Gamme;  échelle  musicale.— -La  gamme  est  une  série  de  notes 
séparées  par  des  intervalles  déterminés»  Entre  le  son  le  plus  grave, 
qui  correspond  à  16  vibrations  simples  par  seconde,  et  le  son  le  plus 
aigu,  qui  correspond  à  48  000  vibrations^  il  y  a  une  suite  de  gammes 
dont  l'ensemble  forme  V échelle  musicale.  On  prend  pour  point  de 
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départ  la  gamine  dont  l'ut  correspond  an  son  le  plus  grave  de  la 
basse  ;  on  en  désigne  les  notes  de  la  manière  suivante  : 

uti,     réj,    mil,     faj,     sol|,     laj,     sii« 
La  gamme  plus  élevée  est 

uti,    ré^,    mi||    etc., 

et  la  gamme  plus  basse, 

ut.iy     ré.iy     mi^y     etc. 

En  musique,  le  son  le  plus  grave  que  l'on  emploie  est  ut_i  :  il  est 
donné  par  le  gros  bourdon  du  jeu  d'orgues. 

39.  Évaluation  numébiqct  dss  sons.  — -  Le  tableau  suivant  donne 
les  longueurs  de  corde  qui  eorrespondent  aux  différentes  notes  de  la 
gamme  et  les  rapports  des  vibrations  : 

Notes, 
ut,   ré  y  mi,   fa,  sol,  la,    si. 

Longoean  dé  corde. 

8  4      3       2        3     £ 
'     9'     5'     4*     3'      V  15' 

Rapports  des  Tibrations. 

9  5       4      3        5     15 
•     8'     4'     3'     2'      3'    8* 

4D.  Intbevallxs  musicaux.  — •  On  appelle  intervalle  de  deux  sons 
le  rapport  d'un  son  à  un  autre  ;  on  mesure  cet  intervalle  par  le  rap- 
port des  nombres  de  vibrations  correspondantes  : 

Notes. 
Ut,    ré,   mi,    fa,    sol,  la,    si,      ut. 

Rapports  des  Tibrations. 
.       9       5       4       3       5       15 
'     8*     4»     3'     V     3'     T' 

Intenralles. 
9       40     16      9      10      9        16 
8'      9  '  15'     8»     9'     8'      15' 
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Les  intervalles  dilTérents  se  réduisent  donc  à  trois  : 


9         iO  i6 

8'        9        ^'       Ï5* 


Le  premier  se  nomme  ton  majeur;  le  deuxième,  ton  mineur^  et  le 

troisième,  semi-ton  majeur.  L'intervalle  entre  le  ton  majeur  et  le  ton 

80 
mineur  est  ^;  on  le  désigne  sous  le  nom  de  comma, 

les  intervalles  ut-ré^  ut-mi,  ut-fa,  etc.,  portent  les  noms  de  se- 
conde, tierce,  quarte,  quinte,  sixième,  septième,  octave. 

Les  intervalles  du  même  ordre  ne  sont  pas  tous  égaux  :  la  tierce 
ut- mi  est  plus  grande  que  la  tieixe  mi-sol  ;  la  première  est  une  tieice 
majeure;  la  seconde  une  tierce  mineure, 

41.  DiisES  ET  BÉMOLS.  —  Eutrc  les  notes  de  la  gamme,  on  inter- 
cale souvent  d'autres  notes  que  Ton  nomme  dièses  et  bémols.  Cette 
intercalation  a  pour  but  de  permettre  de  former  une  gamme,  en  pre- 
nant une  note  quelconque  pour  tonique,  Diéser  une  note,  c'est  aug- 
menter le  nombre  de  ses  vibrations  dans  le  rapport  de  24  à  25 ,  par 
conséquent,  c'est  multiplier  ce  nombre  par  la  fraction  ||.  BémoUser 
une  note,  c'est  diminuer  le  nombre  de  ses  vibrations  dans  le  rapport 
de  25  à  24. 

AeeorcI  parfait.  —  On  appelle  accord  parfait  Tensemble  de  plu- 
sieurs sons  impressionnant  agréablement  Toreille.  Les  accords  par- 
faits résultent  toujours  de  notes  dont  les  vibrations  sont  dans  un  rap- 
port simple.  Dans  l'accord  parfait  utj  mi^  sol^  par  exemple,  les 
nombres  .de  vibrations  sont  entre  eux  comme  4,  5,  6. 

48.  Ttttaux  sonoass.  —  On  distingue  deux  espèces  de  tuyaux  so^ 
nores  :  les  tuyaux  à  bouche  et  les  tuyaux  à  anche.  Dans  les  tuyaux 
à  bouche  f  l'air  s'échappe  par  une  fente  étroite  nommée  lumière^  et  se 
brise  sur  Tune  des  lèvres  de  cette  fente.  Dans  les  tuyaux  à  anche ^  le 
son  est  produit  par  les  vibrations  d'une  languette  métallique.  La  cla- 
rinette, le  basson,  le  hautbois  sont  des  instruments  à  anche  *,  le  sif- 
flet, le  flageolet  et  la  flûte  sont  des  instruments  à  bouche. 
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Lois  éem  TlbratloMs  de  l'air  dans  les  tayanx  fermés  par  un 
beat.  —  Ces  lois  ont  été  formulées  par  Daniel  Bemouilli  *. 

1*  Lorsqu^un  tuyau,  fermé  par  un  bout  et  muni  d'une  anche  à  l'au- 
tre, est  fixé  sur  la  table  d'une  soufflerie,  il  rend  des  sons  de  plus  en 
plus  élevés,  à  mesure  qu'on  force  le  vent.  Les  sons  produits  sont  re- 
présentés par  la  série  des  nombres  impairs  1,  3,  5,  7,  9,  etc. 

2o  Lorsqu'on  fsdt  vibrer  l'air  dans  des  tuyaux  d'inégale  longueur 
les  sons  de  même  ordre  correspondent  à  des  nombres  de  vibrations 
qui  sont  en  raison  inverse  des  longueurs  de  ces  tuyaux. 

3*  La  colonne  d'air,  dans  le  tuyau,  est  partagée  en  parties  égales 
par  des  nœuds  et  par  des  ventres '^'^.  Le  fond  du  tuyau  est  toujours  un 
noead,  et  l'embouchure  un  ventre.  Lorsqu'il  n'y  a  qu'un  seul  nœud, 
le  tuyau  rend  le  son  fondamental,  et  la  longueur  de  l'onde  est  double 
de  la  longueur  du  tuyau. 

Lois  des  vibratloas  de  Tair  dama  les  tayaax  oaTerts  aax 
deax  beats.  ^^  i^  Les  sons  rendus  par  un  tuyau  ouvert  par  les 
deux  bouts  sont  représentés  par  la  suite  naturelle  des  nombres  i,  2^ 
3,  4,  etc. 

2*  Les  extrémités  des  tuyaux  sont  toujours  des  ventres. 

3^  Si  Ton  fait  parler  en  même  temps  deux  tuyaux  de  même  lon- 
gueur, l'un  fermé  par  un  bout  et  l'autre  ouvert'par  les  deux  extré- 
mités, de  manière  que  chacun  rende  le  son  fondamental^  le  son  pro- 
duit par  le  dernier  tuyau  sera  à  l'octave  aiguë  du  son  produit  par  le 
tuyau  fermé. 

PROBLÈME  liXXlX. 

On  sait  que  la  vitesse  du  son  dans  l'air,  à  1 6^,  est  de 


*  Daniel  BernouilU,  célèbre  géomètre,  né  à  Groningue  en  1700,  mort  à 
Bile  en  1782. 

**  On  appelle  nœuds  les  surfaces  de  séparation  des  tranches  qui  vibrent  à 
i'miiison,  et  entres  les  milieux  des  colonnes  d*air  entre  deux  nœuds  consé- 
cutifs. 
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340'",888   On  demande  ce  que  deviendra  celte  vitesse 
à  0^ 

SoloUon. 

On  calculera  celte  vitesse  en  se  servant  de  la  formule  donnée  par 
Newton  : 


^0 


^t 


V^l+a^ 


Si  Ton  remplace  les  lettres  par  leurs  valeurs,  on  obtient 

340,888  ^^,     ^ 

Po=  =  331'",3. 

y/l +0,00367X16 

PROBLÈME  LXXX. 

M.  Biot,  pour  calculer  la  vitesse  du  son  dans  la  fonle^ 
fixa  un  timbre  à  l'extrémité  d'un  système  de  tuyaux  de 
conduite  en  fonte ,  ayant  951  "",25  de  longueur,  et  se 
plaça  à  l'autre  extrémité.  Un  aide  frappa  le  timbre.  Au  ^ 
bout  d'un  certain  temps,  M.  fiiot  perçut  un  son  trans- 
mis par  le  métal,  puis,  à  2^5  d'intervalle,  un  autre  son 
apporté  par  l'air.  L'expérience  fut  faite  à  16^  Comment, 
avec  ces  données,  fut-il  possible  de  déterminer  la  vitesse 
du  son  dans  la  fonte  ? 

SoluHom. 

Appelons  t^  et  tt  les  durées  de  la  transmission  du  son  dans'  Pair  et 
dans  la  fonte  ;  nous  aurons 

[i]  /,-<k=2'A 

93i,25  951,25 

Mais  ^1= — '—    et    ^= — *—, 
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en  désignant  par  Pi  et  Pf  les  vitesses  du  son  dans  Pair  et  dans  la  fonte  ; 
par  conséquent,  l'expression  [i]  devient 

P|  P, 

95J  ,25  P,—  95i  ,25  P|,=  2,5  pj  p,  ; 

i',(951 ,25  —  2,5  P,)  =  95i, 25  Pi. 

On  sait  d'ailleurs  que  la  vitesse  du  son  dans  Pair,  à  16®,  est 

Pj=  340,888. 

On  en  déduit 

951,25X340,888  ^^„, 

f»,= ^         2^ =  3274". 

*      951,25  —  2,5X340,888 

PROBLÈME  LXXXI. 

On  sait  que  Tut  le  plus  grave  de  la  basse  correspond 
à  128  vibrations  simples  par  seconde.  On  demande, 
d'après  cela,  le  nombre  de  vibrations  simples  correspon* 
dant  au  mi  -dièse  et  au  mi-bëmol  de  la  gamme  la  plus 
grave  de  cet  instrument. 

SolatloB. 

Le  tableau  qui  donne  les  nombres  de  rapports  des  vibrations  est  : 

ut,     ré,    mi,     fa,     sol,    la,    si. 

•i 

9        5        4        3        5,     15 
'     8'      4'      3'      2'      3'      8' 

Le  nombre  de  vibrations  correspondant  au  mi  sera  donc 

128X7  =  32X5  =  160. 

4 
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De  plus,  diéser  une  note,  c'est  multiplier  le  nombre  de  ses  vibra- 
tions par  f|,  et  la  bémoliser,  c'est  multiplier  ce  nombre  par  ||j  par 
conséquent, 

mi#  correspond  à  160x11=^66  vibrations 

mih       —        —    160XM  =  ^»3         — 

PROBLÈME  LXXXII. 

Une  corde  métallique  fait  500  vibrations  par  secondey 
sous  la  tension  de  25  kilogrammes.  Combien  en  ferait- 
elle  sous  une  tension  de  49  kilogrammes? 


La  formule 


SolatloB. 


''=Ft\/^ 


nous  montre  que  les  nombres  de  vibrations  sont  proportionnels  aux 
racines  carrées  des  poids  qui  tendent  la  corde  ;  nous  aurons  donc 

n  _5/2H_5 

Mais  /i  =r  500  ; 

.  500       5 

par  conséquent,  — ^  =  - , 


d'où  /i'  =  500 . 3  =  700  vibrations. 

5 


EXERCICES. 

78.  Une  pierre  tombe  dans  un  puits.  Entre  le  moment 
où  commence  la  chute  de  la  pierre  et  le  moment  où  Ton 
entend  le  bruit  que  fait  cette  pierre  en  rencontrant  Teau^ 
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il  s'ëcoule  un  intervalle  de  3  secondes.  L'expérience  est 
faite  à  1 0^,  et  Ton  sait  qu'à  cette  température  la  vitesse 
du  son  est  337  mètres.  On  demande  la  profondeur  du 
puits.  —  Rép.  a:  =  40". 

79.  Connaissant  la  vitesse  du  son  dans  l'air  à  10%  cal- 
culer sa  vitesse  à  0^  —  Rép.  p'^  =  331  mètres. 

80.  On  fait  vibrer  deux  cordes  métalliques  de  même 
longueur,  de  même  diamètre  et  tendues  par  le  même 
poids.  On  demande  le  rapport  des  nombres  de  vibrations 
produites  par  les  deux  cordes.  La  densité  de  la  matière 
dont  la  première  est  faite  égale  8,53  ;  celle  de  la  seconde 
est21,75,  — Rép.  1,6. 

81 .  Deux  fils  métalliques  de  même  nature  et  de  même 
grosseur,  ont  pour  longueurs  1  mètre  et  1"',20.  Quel 
devra  être  le  rapport  des  poids  tenseurs,  pour  que  le 
plus  court  de  ces  fils  donne  la  quinte  de  l'autre  ?  — 
Rép   1,56. 

82.  On  fait  vibrer  deux  cordes,  Tune  en  fer,  dont  la 
densité  est  7,7,  l'autre  en  platine,  dont  la  densité  est 
21 ,2.  Ces  cordes  ont  même  longueur,  même  grosseur, 
et  sont  tendues  par  des  poids  égaux.  La  corde  en  fer 
fait  880  vibrations  par  seconde.  On  demande  le  nombre 
de  vibrations  que  doit  exécuter  la  corde  en  platine.  — 
Rép.  j;=  530. 


CHAPITRE  VIL 

OPTIQUE. 

Notions  préliminaires. 

45,  Définitions  bt  principes.  —  La  lumière  est  l'agent  qui  produit 
en  nous  le  phénomène  de  la  vision;  V optique  est  la  partie  de  la  phy- 
sique qui  traite  de  cet  agent.  On  explique  l'origine  de  la  lumière  de 
deux  manières  différentes  :  les  uns,  avec  Newton,  admettent  l'hypo- 
thèse de  Y  émission  ;  les  autres,  avec  Descartes,  sont  partisans  des  o/i- 
dulations. 

Lorsque  la  lumière  se  propage  dans  un  milieu  homogène,  elle 
obéit  aux  lois  suivantes  : 

1^  La  propagation  a  lieu  en  ligne  droite;  2°  Pintensité  de  la  lu- 
mière est  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  ;  3°  elle  est  de 
plus  proportionnelle  au  sinus  de  l'angle  que  font  les  rayons  lumi- 
neux avec  la  surface  éclairée. 

44.  Réflexion.  —  Lorsqu'un  rayon  lumineux  rencontre  une  sur- 
face polie,  il  se  réfléchit  sur  cette  surface  :  1<^  en  faisant  un  angle  de 
réflexion  égal  à  l'angle  d'incidence  ;  2*  de  telle  sorte  que  le  rayon 
incident  et  le  rayon  réfléchi  soient  dans  un  même  plan  perpendicu- 
laire à  la  surface  réfléchissante. 

Miroirs*  —  Les  miroirs  sont  des  corps  à  surface  polie,  en  na^I 
ou  en  verre,  qui  renvoient  la  lumière  des  objets  qu'on  leur  présente. 
On  divise  les  miroirs  en  miroirs  plans  et  en  miroirs  courbes* 

Les  miroirs  plans  donnent  des  images  qui  conservent  la  forme  et  la 
dimension  des  objets;  ces  images  et  les  objets  eux* mêmes  sont  symé- 
triques. Les  miroirs  courbes  se  distinguent  en  miroirs  concaves  et  en 
miroirs  connexes. 

Le  fojer  principal  d'un  miroir  concave  est  le  point  de  l'axe  prin- 
cipal où  viennent  concourir  tous  les  rayons  parallèles  à  cet  axe.  Le 
foyer  principal  est  sensiblement  au  milieu  de  la  distance  qui  sépare 
le  centre  de  figure  et  le  centre  de  courbure  du  miroir.  S'il  s'agit  d'un 
objet  lumineux  situé  sur  l'axe  du  miroir  au  delà  du  centre  de  cour- 
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bure,  on  obdenty  entre  ce  centre  et  le  foyer  principal,  une  image 
réelle^  renversée  et  plus  petite  que  Fobjet.  Lorsque  l'objet  est  placé 
entre  le  foyer  principal  et  le  centre  de  figure,  l'image  est  virtuelle^ 
droite  et  amplifiée.  Ces  accidents  divers  ne  se  produisent  pas  avec 
les  miroirs  convexes  :  ceux-ci  donnent  toujours  des  images  virtuelies, 
droites  et  plus  petites  que  les  objets  lumineux. 

4S.  Réf&action.  —  La  réfraction  est  la  déviation  que  subissent  les 
rayons  de  lumière,  quand  ils  passent  obliquement  d'un  milieu  dans  un 
autre.  La  réfraction  est  soumise  aux  deux  lois  suivantes,  connues  sous 
le  nom  de  lois  de  Descartes  : 

1^  Le  sinus  de  l'angle  d'incidence  et  le  sinus  de  l'angle  de  réfrac- 
tion sont,  pour  les  mêmes  milieux,  dans  un  rapport  constant  que  l'on 
nomme  indice  de  réfraction.  Si  l'on  désigne  ce  rapport  par  /i,  on  a 

sin  / 

"^  sin  r 

Lorsque  la  lumière  passe  de  l'air  dans  l'eau,  /i  =  -;  lorsqu'elle 

t> 

3 
passe  de  l'air  dans  le  verre,  /t  =  ~ ,  etc. 

2®  Le  rayon  incident  et  le  rayon  réfracté  sont,  dans  un  même  plan 
perpendiculaire  à  la  surface  qui  sépare  les  deux  milieux. 

A.ii|^le  limite}  véflexion  totale.  — Quand  un  rayon  lumineux 
passe  d'un  milieu  plus  réfringent  dans  un  milieu  moins  réfringent,  il 
s'écarte  de  la  normale.  On  nomme  angle  limite  l'angle  d*incidence 
dont  l'angle  de  réfraction  est  droit.  Au  delà  de  cet  angle,  il  y  a  ré^ 
flexion  totale f  c'est-à-dire  que  le  rayon  rebondit  sur  la  surface  qui  sé- 
pare les  deux  milieux,  suivant  les  lois  de  la  réflexion  ordinaire. 

Les  principaux  effets  de  la  réfraction  sont  :  le  mirage,  l'apparition 
des  astres  avant  leur  lever  réel,  l'arc-en-ciel  et  la  déformation  appa- 
rente des  corps  plongés  en  partie  dans  un  fluide. 

Lentilles.  —  Les  lentilles  sont  des  milieux  transparents,  terminés 
par  des  surfaces  courbes  sphériques;  on  les  divise  en  lentilles  con- 
vexes et  en  lentilles  concaves  :  celles-ci  sont  divergentes;  celles-là 
sont  convergentes. 
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Les  lentilles  convexes  donnent  tantôt  des  images  réelles,  tantôt  des 
images  virtuelles.  Ce  dernier  cas  se  présente  lorsque  l'objet  est  placé 
entre  la  lentille  et  son  foyer  principal  ;  l'image  alors  est  droite  et  am* 
plifiée.  Les  images  réelles  sont  toujours  renversées  ;  elles  sont  plus 
grandes  ou  plus  petites  que  l'objet,  suivant  la  distance  de  l'objet  à  la 
lentille. 

Les  lentilles  concaves  donnent,  dans  tous  les  cas,  des  images  droites 
et  plus  petites  que  les  objets  ;  ces  images  sont  toujours  virtuelles. 

Prisnes.  —  Un  prisme  est  un  milieu  transparent  dont  les  deux 
faces  d'incidence  et  d'émergence  forment  entre  elles  un  certain  angle. 
Les  objets  vus  à  travers  un  prisme  semblent  toujours  déviés  vers  son 
sommet. 

Non-seulement  les  prismes  dévient  les  rayons  lumineux,  mais  en- 
core ils  décomposent  la  lumière  et  permettent  de  distinguer  les  cou- 
leurs élémentaires  dont  la  lumière  blanche  est  formée*  Ces  couleurs, 
inaltérables,  mais  inégalement  réfrangibles,  sont  les  suivantes  : 

violet,   indigo,    bleu,  .vert,  jaune,    orangé,    rouge. 

L'image  oblongue  et  diversement  colorée  qu'on  obtient  en  décompo- 
sant la  lumière  est  désignée  sous  le  nom  de  spectre  solaire. 

La  recomposition  de  la  lumière  peut  s'effectuer,  soit  en  ramenant 
les  rayons  du  spectre  au  parallélisme,  soit  en  les  faisant  concourir  en 
un  même  point. 

Le  spectre  solaire  présente  une  multitude  de  petites  raies  noires, 
très-déliées,  perpendiculaires  à  sa  longueur.  On  en  compte  de  600  à 
700.  Parmi  ces  stries,  on  en  remarque  7  principales,  qu'on  appelle 
raies  de  Fraiinhofer;  on  les  désigne  ordinairement  par  les  premières 
lettres  de  l'alphabet.  Avec  la  lumière  ^électrique,  les  raies  obscures 
sont  remplacées  par  des  raies  brillantes.  C'est  en  observant  les  raies 
d'un  spectre  produit  par  la  flamme  d'une  lampe  dans  laquelle  se 
trouvaient  des  traces  imperceptibles  d'une  substance  inconnue,  que 
MM.  Bunsen  et  Kirchhoff  ont  récemment  découvert  le  cœsium  et  le 
rubidium'^. 


<^  Annuaire  scientifique  de  id63,  publié  par  P.  P.  Dehérain.  Paris,  Char- 
pentier, i86â. 
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Notons  enfin  que  le  spectre  solaire,  ovtre  les  rayons  lumineux  qu'il 
possède,  contient  des  rayons  de  cktUeurtt  des  rayons  chimiques, 

Instrumeiits  il*optlqiie.  —  En  faisant  application  des  principes 
que  nous  venons  de  résumer  on  a  construit  un  certain  nombre  d'in- 
struments d'optique,  parmi  lesquels  nous  citerons  la  chambre  noire, 
la  cbambre  claire,  la  loupe,  le  microscope,  le  télescope,  etc.,  etc. 

PROBLÈliE  LXSJUIT. 

Une  lampe  et  une  bougie  sont  à  3", 4  5  Tuné  de  l*au- 
tre.  L'intensité  de  la  lumière  de  la  lampe  est  représentée 
par  le  nombre  5,6,  si  Ton  prend  pour  unité  l'intensité 
de  la  liunière  de  la  bougie.  A  quelle  distance  de  la 
lampe,  sur  la  droite  qui  joint  les  deux  lumières,  faut-il 
placer  un  écran  pour  qu'il  soit  également  éclairé  par 
Tune  et  par  l'autre  ? 

Soît  X  la  distance  cherchée;  3"*,i5  — ^xsera  la  distance  de  la  bou- 
gie à  récran. 

L'intensité  de  la  hinnère  varie  en  raison  inverse-  du  carré  de  la 
distance;  on  a  dcmc  Inéquation 

5,6  1 


x*       {^àji^  —  xf 


^  xu       .                       /3J5  — x\«       \ 
d'où  Ton  tire  / -^ \  =  — , 


3,15-- 


-=^v^^=±^>^^^- 


On  en  déduit  xi  =  2",2i     et    x,==  5™, 45. 

Remarqnë.  —  La  première  valeur  correspond  à  un  point  situé 
entre  les  deux  lumières  ;  la  deuxième,  à  un  point  situé  au  delà  de 
la  bougie,  sur  le  prolongement  de  la  ligne  qui  la  joint  à  la  lampe. 
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PROBLÈME  LXXXIV. 

A  Paris,  au  premier  jour  d'été,  à  midi,  les  rayons  so- 
laires font  avec  l'horizoo  un  aogle  de  64*38,  et,  au  pre- 
mier jour  d'hiver,  un  angle  de  n'42' (fig.  24  et  25). 
Évaluer  le  rapport  des  intensités  de  la  lumière  cfui  nous 
vient  du  soleil  à  ces  deux  époques. 

On  sait  que  l'intensité  de  la  lumière  reçue  obliquement  par  un 
Fig.  Ï4.  Fig.  a«. 


Vs*! 


r\ 


corps,  est  proportionnelle  au  sinus  de  l'angle  que  les  rayons  lumi- 
neux font  avec  ce  corps. 

Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  I  l'intensité  de  la  lumière  reçue  au 
premier  jour  d'élé,  et  par  ('  celle  qui  vient  du  soleil  au  premier  jour 
d'hivn-  on  aura 

I       sin  6V  38' 
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Type  du  ctlcQl. 


log  (?  W  log  sin  6k*  38'+ L  sin  17*  W. 

log  sin  64<'  38'  =  r,9559689 
L  sin  17H2'  =  0,51 7079Î 


Par  conséquent, 


l<«(7)  =  o. 


4730481. 


-=2,972. 


PROBLEME  LXXXV. 

M  et  N  sont  deux  miroirs  plans.  LM  est  un  rayon  lumi- 
'*«•  ^*-  neux  qui,  après  s*étre  réfléchi  en  M, 

se  réfléchit  de  nouveau  en  N 
(flg.  26).  Démontrer  que  Tangle  6 
formé  par  le  prolongement  du  rayon 
LM  et  par  le  dernier  rayon  réfléchi 
HO,  est  double  de  Tangle  a  des  deux 
miroirs. 

Faleur  «2?  0.  —  Dans  le  triangle  MON,  on  a 

6=il80*— [21* 
+  (i80«  — 20J  =  2(i— f'). 

Faleur  de  et.  —  Le  triangle  MNP  donne 
a  =  1 80*  —  [(90*— /)•+  (90*+ 1")]  =  «  —  ^- 


>■  a  I 


V 

P 


Par  suite, 


0  =  2a. 


Cm  Q.  V.  D. 


Bemarque.  —  C'est  sur  ce  principe  qu'est  fondé  Tinstrument 
d'astronomie  connu  sous  le  nom  de  sextant.  Le  sextant  sert  à  mesù* 
rer,  en  mer,  la  position  d'un  bâtiment  en  latitude  et  en  longitude. 
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PROBLÈME  LXXXYI. 

Désignons  par  /  Tangle  limite  de  la  substance  dont  un 
prisme  est  formé.  Les  rayons  lumineux  qui  se  réfractent 
à  la  première  face  de  ce  prisme  ne  peuvent  émerger  à  la 
deuxième  qu'autant  que  Tangle  réfringent  du  prisme 
est<2/(fig.  27). 

SolatloB. 

Lorsque  le  rayon  incident  II  est  parallèle  à  la  face  AB  du  prisme, 

Tangle  r  est  égal  à  l'angle  limite  /. 
Gela  posé,  Considérons  l'angle  a 
extérieur  au  triangle  IMI'  ;  nous  au- 
rons 

B  C  ^ 

1<  OU  bien,  puisque,  dans  le  cas  parti- 

culier qui  nous  occupa,  r=  /, 

«  =  /  +  /. 

Mais  a^A; 

donc  A  =/  +  '"'. 

Par  conséquent,  si  l'on  a 

A=:2/ou>2/, 

i*  =  l    ou  '^  l. 

Or  y  lorsque  Z"  =:/,  le  rayon  lumineux  sort  en  rasant  la  face  AC,  et  si 
{^^  /,  il  n'y  a  plus  émergence,  mais  réflexion  totale.  Donc  les  rayons 
lumineux  qui  se  réfractent  à  la  première  face  d*un  prisme  ne  peuvent 
émerger  à  la  deuxième  qu  autant  que  l'angle  réfringent  du  prisme 
n'est  pas  supérieur  au  double  de  Tangle  limite  de  la  substance  de  ce 
prisme. 

Bemarque.  —  L'angle  limite  du  verre  est  ki^kV;  le  double  de 
cet  angle  est  <^90^.  Il  en  résulte  que  l'on  ne  peut  pas  voir  un  objet 
a  travers  un  prisme  de  verre  dont  l'angle  réfringent  est  droit. 

PR.  DE  MATH.  32* 
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EXERCICES. 

83.  Un  bec  de  gaz  et  une  lampe  sont  sépares  par  un 
intervalle  de  40  mètres.  En  quel  point  faudrait-il  placer 
un  corps  entre  ces  deux  lumières,  pour  qu'il  fut  égale- 
ment éclairé  par  chacune  d'elles.  On  supposera  que  l'in- 
tensité de  la  flamme  de  la  lampe  est  1 6  fois  plus  petite 
que  celle  du  gaz.  —  Rép.  ^  =  32  mètres. 

84.  Exprimer  la  relation  qui  existe  entre  la  position 
relative  d'un  objet  et  celle  de  son  image,  dans  les  miroirs 
sphériques.  On  désignera  par  /?  et  //  les  distances  de 
l'objet  et  de  l'image  au  miroir,  et  par  R  le  rayon  de  ce 
miroir.  —  Rép, 

V  Miroirs  concaves  :  -:-|--  =  --, 

p    ^  p      R 

2*  Miroirs  convexes  :  -,— ^-  =  -. 

p         p        K 

m 

85.  Quelles  sont  les  formules  qui  fixent  la  position 
des  foyers  dans  les  lentilles?  —  Rép. 

1       1       i 
1®  Lentilles  convergentes  :  -  -|-  -,  =-. 

2"  Lentilles  divergentes  : ^=  —  ^. 

Pans  ces  formulesi  /;  et  //  désignent  les  distances  du 
point  lumineux  et  de  l'image  à  la  lentille,  et  f  la  distance 
focale  principale. 

86.  Établir  la  formule  au  moyen  de  laquelle  on  me- 
sure le  grossissement  que  donne  une  lentille.  —  Rép. 


CHIMIE. 

USA(H£  DBS  ÉQUIVALENTS. 

Notions  préliminaires* 

46.  Considérations  oÉNiRALss.  —  La  chimie  difîère  de  la  physique 
en  ce  qu'elle  étudie,  non-eetdeaMBt  les  phénoaiènea  qui  modifient 
l'état  des  corps,  mais  encore  les  phénomènes  qui  en  altèrent  la  sub- 
stance. 

Les  corps  dont  elle  s'occupe  se  divisent  en  simples  et  en  composés* 
Les  corps  sîmptes  sont  ceux  dont  on  ne  peut  tirer  qu'une  sevie  espèce 
de  matière;  les  corps  composés  sont  ceux  dont  on  peut  extraire  plu« 
sieurs  substances  de  nature  différente.  La  force  qui  réunit  les  molé- 
cules similaires  des  corps  porte  le  nom  de  cohésion;  celle  qui  réunit 
les  molécules  des  corps  simples,  pour  constituer  une  molécule  d'un 
corps  composé,  se  nomme  affinité. 

Parmi  les  corps  simples,  les  uns  sont  privés  de  Téclat  métallique 
et  mauvais  conducteurs  de  la  chaleur  et  de  l'électricité;  on  leur 
donne  le  nom  de  métalloïdes.  Les  métaux^  au  contraire,  sont  doués 
de  l'éclat  qui  manque  aux  métalloïdes  et  sont  bons  conducteurs  de 
la  chaleur  et  de  l'électricité. 

Dans  les  corps  composés,  on  distingue  des  acides,  des  bases,  dea 
corps  neutres  et  des  sels.  Pour  désigner  tous  ces  corps  de  manière  à 
ce  que  leurs  noms  rappellent  leur  composition,  on  a  recours  A  cer- 
tains procédés  dont  l'ensemble  constitue  la  nomenclature. 

47.  Équivixents.  —  On  appelle  équivalents  chimiques  les  nombres 
qui  représentent  les  quantités  pondérales  des  différents  corps  pou- 
vant ae  substituer  les  unes  aux  autres,  dans  les  combinaisons  de 
même  ordre. 

En  consultant  les  équivalents  des  corps,  on  détermine,  au  moyen 
de  règles  très-simples,  les  proportions  relatives  des  éléments  qui  en- 
trent dans  un  corps  composé. 
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PROBIiÈME  LXXXVII. 

Quel  volume  d'oxygène  peut-on  obtenir  en  décompo- 
sant par  la  chaleur  500  grammes  de  bîoxyde  de  manga- 
nèse? On  sait  que  la  densité  de  l'oxygène  est  1 ,1 057. 

ttolttUoM* 

La  formule  qui  représente  la  réaction  est 

3  MnO*  =  MnO*  4- 2  MnO  4- 2  O. 

En  remplaçant  les  équivalents  par  leurs  valeurs  numériques  ,  cq 
obtient 

3  (344,68  4-  200)  =  MnO*  -f  2  MnO  -f  200 

ou  i  634,04  =MnO*  +  2  MnO  +  200. 

1634^,04   de  bioxyde  de  manganèse  donnent  donc  200  grammes 
d'oxygène.  On  en  conclut  que  1  gramme  de  MnO*  donne 

^^^     =:0«',122  d'oxygène, 


1634,04 

et  500  grammes  de  MnO', 

0,122  X  500  =  6i  grammes  d*oxygène. 

Or,  1  litre  de  ce  gaz  pèse 

18%3X  1,1057  =  1«',43; 

donc  autant  de  fois  61  contient  i  ,43,  autant  500  grammes.de  bioxyde 
de  manganèse  donnent  de  litres  d'oxygène  ; 
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PROBLÈME  LXXXVUI. 

Quelles  quantités  d'eau ,  de  zinc  et  d'acide  sulfurique 
Faut 'il  employer  pour  gonfler  à  demi  un  aérostat  sphé- 
rique  de  3  mètres  de  diamètre,  sachant  que  la  densité  de 
l'hydrogène  par  rapport  à  l'air  est  0,0692  ? 

SolatloB. 

La  formule  qui  représente  la  réaction  est 

HO  +  ZnO  +  SO» = ZnO,SO»  +  H. 

En  remplaçant  les  équivalents  par  leurs  valeurs  numériques,  on 
obtient 

(12,50  +  100)  +  (306,b0+i00)+(200  +  300)=:ZnO,SO»  4-12,50 

ou  ii2,50  +  406,50  +  500=:ZnO,SO»+ 12,50, 

ce  qui  signifie  que  112^,50  d'eau,  406^^50  de  zinc  et  500  kilo- 
grammes d'acide  sulfurique  donnent  12^,50  d'hydrogène. 

Désignons  par  P  le  poids  de  Thydrogène  contenu  dans  le  ballon  et 
par  X,  /,  z  les  quantités  d'eau,  de  zinc  et  d'acide  sulfurique  cher- 
chées; nous  obtiendrons  les  valeurs  des  inconnues  en  faisant  le  rai- 
sonnement suivant  : 

Si  12"!,  50  d'hydrogène  exigent  112»^,  50  d'eau  pour  leur  pro- 

412  50 
duction,  1  kilogramme  d'hydrogène  exige    .  ^  *     j  et  P  kilogram- 

H2,50   ^ 
"^^^'T2;5ÏÏ'-^' 


De  là  les  valeurs 


_  412,50  _  406,50   ^         _  500 

^~  12,50  '     '    •^■"12,50        '     ^~12,50 
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Cherchons  maintenant  la  valeur  de  P. 
Le  poids  du  gaz  contenu  dans  le  ballon  est 


P  =  J(JitD^.  1300  X  0,0692=  636*'. 


Oncto 


406^ 

PROBLÈME  LXXXIX. 

Vu  mélange  de  sulfate  de  poUmae  et  de  sulfale  de 
soude  pèse  1^9348.  Après  avoir  dissous  ce  mélange  dans 
TeaUy  on  précipite  Tacide  sulftirique  par  le  nitrate  de 
baryte,  et  Ton  obtient  2^*^582  de  sulfate  de  baryte. 


1  ^  Quel  est  le  poids  total  d'acide  sij^furkfoe  coolenu 
dans  les  deux  sulfates  ? 

2*  Quel  est  le  poids  diacide  suKurtque  contam  d«QS 
chacun  d'eux? 

On  sait  que  le  sulfate  de  potasse  contient  H  pour  1 00 
d'acide  sulfuri(]ue  ;  le  sulfate  de  soude,  ^ ,  et  le  sulfate 
de  baryte,  ^  pour  1 00. 

SolnfioM. 

i'*  Quel  est  le  p(»ds  d'aoide  suUwcpie  contenu  dans  les  deux  sul- 
fates? 
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L'acide  snlfurifliue  OQDtemi  dans  les  deux  sul&tes,  tlépboé  par 
l'acide  nitrique  de  BaO,  AzO*,  donne  2^»,58â  de  BaO,  S0\ 

ni 

Or  BaO,SO'  contient   —    pour  100 

deSCfi. 

^^  -  -       3555  P^"'      * 

Sur  2^,582  de  sulfate  de  baryte,  il  y  a  donc 

S4 


3500 


X  2,582  =  0^î»,025  de  SO*. 


2°  Quel  est  le  poids  d'acide  sulfurîque  contenu  dans  chacun  des 
deux  sulfates? 

Appelons  xety  les  poids  de  KOySO*  et  de  NaO^SO*  contenus  dans 
le  mélange  ;  ce  mélange  pesant  1^^,348,  on  a  pour  première  équa- 
tion : 

[i]  a?+>-=l"i,348. 

Recherche  et  une  deuxième  équation,  —  On  sait  que 

45 
1"  de  K.O,SO*  contient . . .  rr 


9300 


o:*^. ......*..  contiemient  — jjjjr  ^  de  SO*. 

Pareillement,    jrW Je i|aO,S0^ -—^r 


Gomme  le  poids  total  diacide  sulfurique  est 
on  a  pour  seconde  équation  : 
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Ainsi  le  problème  est  ramené  à  la  résolution  des  deux  équations 
suivantes  : 

*+r=  1,348, 

[A]  <,„        48  86  34 

93»»    ^  d  8*»''  ~  35»»  ^    ' 

Giassons  les  dénominateurs  de  l'équadon  [2j  : 

45  X 18  X 33 x-f- 56X93X35/=  34X93X18X2,582. 
Effectuons  les  calculs  : 

28  350x  4- 182280/=  146  957,112. 
Divisons  tous  les  termes  par  6  : 

4725  X  +  30  380/  =  24  492,852. 
Le  système  [A]  devient  donc,  après  simplification, 

m  x+:r=i,348, 

([i]     47Î8 x+ 30 380  j'  =  24  492,882. 

Multiplions  les  deux  membres  de  l'équation  [1]  par  30380,  coef- 
ficient dex  dans  l'équation  [2] ,  nous  aurons  : 

30  380x  -f  30  380/=  40  952,240 
4725^  +  30  380/=  24 492,852 


Diftérence  25  655a:  =  16  459,388 , 

Transportons  cette  valeur  de  x  dans  l'équation  [1],  nous  obtien- 
drons 

/  =  706«',5. 


'*^ 
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/       64i«',5  de  KO.SO» 
Ainsi  le  mélange  consent  (^^   706  ,5  de  NaO.SO». 


45 
GonelasIoB.  —  Dans  1  gramme  de  sulfate  de  soude  il  y  a 


9300 
d'acide  sulfurique;  64ls',5  renferment  donc 

45 

X  641,5  «38',1  de  S0«. 


9300 


56 
Pareillement,  1  gramme  de  sulfate  de  soude  contient  jgrrj?  d'acide 

sulfurique,  et  dans  TOGS',  5  il  y  a 

j|5^X706,K=21«',9deSO'. 

EXERCICES. 

87.  Combien  1  kilogramme  de  chlorate  de  potasse 
donne-t-il  de  litres  d'oxygène  ?  —  Rép.  274  litres  en- 
viron. 

88.  On  veut  avoir  100  litres  d'oxygène;  combien 
faut-il  employer  de  bioxyde  de  manganèse?  —  Rép. 
1168  grammes. 

89.  Combien  y  a-t-il  de  potasse  dans  100  kilogrammes 
de  carbonate  de  potasse  ?  —  Rép.  68  kilogrammes. 

90 .  Quel  poids  de  sulfate  de  soude  faut-il  verser  dans 
370  grammes  de  sulfate  de  baryte  en  dissolution,  pour 
que  la  double  décomposition  soit  complète?  —  Rép. 
201  grammes  environ. 


NOTE 

RELATIVE   A  LA    DIVISION   ABRÉGÉE. 


Reprenons  l'exemple  proposé  page  97  : 


3  6  9  0  3 


6931471:9 


fmmat^m^ 


2  3  5  4 

^  1  k  %  4538 

16  9 
3  1 

Faisant  application  d'un  lemme  qui  simplifie  beaucoup  la  démons- 
tration de  la  division  abrégée  *y  nous  avons  dit  q^ue  Terrem*  commise 

1 

sur  le  premier  cbiffre  du  quotient  approché  est  ^i<C^« 

Le  lemme  invoqué  n'est  applicable  que  si  l'on  prend  la  valeur  com- 
plète du  quodent  approché.  Il  faut  donc,  pour  compléter  cette  va- 
leur, diviser  maintenant  le  premier  reste  obtenu  par  69314,  ou  bien, 
ce  qui  revient  au  même,  le  dixième  de  ce  reste  par  6931,4. 

En  substituant  à  6931  ;4  le  diviseur  6931,  on  commet,  si  l'on  dé- 
signe par  a  la  partie  entière  du  nouveau  quotient  exact,  une  erreur 


6931' 


Mais  <i<1000    et    6931  >  6000; 

,  1000  i^     a    . 

^^°'  65ÔÔ     ^"     6>693ï' 


*  L*énoncé  de  ce  lemme  est  le  suivant  :  Si  Ton  remplace  un  diTiseur  plus 
grand  que  l'unité  par  sa  partie  entière.  Terreur  du  quotient  est  plus  petite 
que  le  quotient  exact  divisé  par  la  partie  entière  du  diviseur. 
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a         • 


et  puisque  e^  •< 


6931' 


à  fortiori^  e^  —  -, 

On  continuerait  de  la  sorte  jusqu'à  ce  qu'on  obtint  le  quotient 
4532. 

Le  quotient  approché  dépasserait  donc  de  |  le  quotient  exact,  si, 
à  la  fin  de  l'opération,  on  ne  négligeait  aucun  reste.  U  n'en  est  pas 
ainsi  :  le  reste  qu'on  néglige  diminue  le  quotient,  mais  seulement 

d'une  quantité  -z  inférieure  à  1 .  Il  en  résulte  que  l'erreur  finale  est 

^4^a 

On  voit  par  là  que  cette  erreur  est  plus  petite  que  l'unité,  par 
excès  ou  par  défaut. 
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Lignes. 

Aa  lien  de  : 

LiBez  : 

110 

6 

13  par  produit. 

1 3  pour  produit. 

143 

3 

flwr' -|- ^j -f- c  =  0 , 

aa^  -^bjc-^-c  =:0. 

194  av.-dern. 

=  (1  +  r)\ 

=  ail+rf. 

278 

3 

^  +  R._RV2, 

4R*                                r- 

282 

12 

a  la  orme , 

a  la  forme. 

288 

9 

f'=^\/^* 

^-H\/f 

293 

7 

proportion , 

proposition. 

325 

16 

2tga 
^g*«  =  l-tg2a' 

2tga 

333 

19       2cosi(p+y)sini(/?— y), 

2sini(p+y)sinJ(/7— ^). 

408 

13 

133kû,097, 

113«i,097. 

427 

10 

E           P 

El          (/ 

M^V  +  P' 

M""V+/ 

448 

5 

zéro, 

zéro. 

465 

dern. 

0«»,77— 0'»,0315, 

0V7  — î.0«,0315. 

475  16  et  19 

9,89, 

9,86. 

476 

9 

29% 

26^ 

— 

15 

700ka, 

1\&^. 

480 

26 

530, 

553,9. 

505 

11 

274, 

272, 

— 

15 

1168, 

1174. 

Bemarqae. 

—   La  fin  de  l'énoncé 

du    problème  LXXXIX., 

page 

502,  doit  être  modifiée  de  la  manière  suivante  : 

On 

1  sait  que 

le  sulfate  de  potasse  contient  45,9  pour  100  d'acide 

sulfurique;  le  sulfate  de  soude,  56,3,  et 

le  sulfate  de  baryte,  34,3. 
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